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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА СКОРОЧЕНЬ 

 

Oxy – декартова система координат; 

z x iy  – комплексна координата; 

1,2s  – корені характеристичного рівняння; 

1 2, ,... – криві, на яких розміщені тріщини; 

1 2, ,...L L  – межі отворів; 

xy
G

 
– модуль зсуву; 

yE  – модуль пружності в напрямку осі Оу; 

xE  – модуль пружності в напрямку осі Ох; 

D  – область, яку займає пластинка; 

,T TX Y  – проекції вектора зусиль, прикладених до берегів тріщини, які 

приймаються однаковими на її протилежних берегах; 

( , )L LX Y  – проекції вектора зусиль, прикладених до межі пластинки; 

ij
a  – пружні сталі матеріалу; 

P  – сила, яка прикладена до штампа; ,x yP P  – проекції даного вектора 

сили; 

 – стала, введена Мусхелішвілі; 

IF , IIF  – відносні коефіцієнти інтенсивності напружень; 

IK , IIK  – коефіцієнти інтенсивності напружень; 

xy
, 

yx  
– коефіцієнти Пуассона; 

1z , 2z  – комплексні координати в допоміжних областях 1D , 2D ; 

,  – потенціали Лехніцького; 

1g , 2g  – похідні від стрибків переміщень за дуговою координатою; 

u , v  – проекції вектора переміщень; 

1,2

D , 
1,2

D  –
 
розв’язки типу Гріна; 

1g , 2g  – стрибки переміщень берегів тріщин; 
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x , y , xy  – напруження; 

x , y , xy – деформації; 

k  – коефіцієнт тертя під штампом; 

ЕФ 32-301, ЕТФ, CF1,CF2 – склопластики; 

ЗДР − звичайне диференціальне рівняння; 

ЗКП – задача квадратичного програмування; 

КЗ – контактна задача; 

КН – контактні напруження; 

КІН – коефіцієнти інтенсивності напружень; 

МГІР – метод граничних інтегральних рівнянь; 

МСЕ − метод скінченних елементів; 

НДС – напружено-деформований стан; 

ПД – плоска деформація; 

ПНС – плоский напружений стан. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Сучасні композитні матеріали мають високі механічні 

й міцнісні характеристики, стійкі до агресивних середовищ. Тому вони широко 

застосовуються як елементи конструкцій та деталі машин у різних галузях про-

мисловості (в автомобілебудуванні, літакобудуванні, суднобудуванні, хімічній 

промисловості). Композитні деталі машин та елементи конструкцій часто пере-

бувають в умовах контактної взаємодії. Ці елементи конструкцій можуть місти-

ти отвори чи тріщиноподібні дефекти. Для розрахунків на міцність таких ком-

позитів необхідно дослідити їх напружений стан за врахування дефектів та умов 

навантаження. 

Задача визначення напружень біля отворів та тріщин у конструкціях за дії 

штампів належить до типу змішаних. У загальному випадку необхідно одночасно 

знаходити наперед невідомі ділянки контакту під штампом та на берегах роз-

міщених біля нього тріщин. Тому розглядувана задача в літературі залишається 

недостатньо вивченою не тільки для композитів, а й для ізотропних матеріалів. 

Контактні задачі для ізотропних та анізотропних тіл без дефектів добре 

вивчені в літературі. Значний вклад у розвиток таких задач внесли Л.О. Галін, 

Д.В. Гриліцький, В.С. Гудрамович, В.І. Моссаковський, М.І. Мусхелішвілі, 

І.Я. Штаєрман, K.L. Johnson та ін. 

Контактні задачі для ізотропної півплощини з отворами розглядались у 

роботах С.О. Калоєрова, C.A. Brebbia. Під час розв’язування контактних задач 

для тіл із тріщинами часто дію штампа враховують шляхом задання контакт-

ного тиску за розподілом Герца. У працях В.В. Панасюка, О.П. Дацишин та їх 

співавторів на базі такого підходу та методу сингулярних інтегральних рівнянь 

виконано дослідження процесу підростання тріщин біля штампів. В уточненій 

постановці контактна задача для плоского гладкого штампа, що втискається в 

ізотропну півплощину, за врахування контакту берегів тріщин, розглянута в 

роботах О.П. Дацишин. Дію параболічного штампа на півплощину з крайовою 

тріщиною (береги якої не контактують), за врахування тертя в області контакту, 

розглянуто М.П. Савруком. 



 
8 

Для визначення напружень в анізотропних тілах з отворами й тріщинами, 

як правило, використовують числові методи. Значний вклад у розвиток таких 

методів внесли О.Е. Андрейків, Л.Т. Бережницький, О.М. Гузь, С.О. Калоєров, 

О.С. Космодаміанський, М.М. Кундрат, С.Г. Лехніцький, В.В. Лобода, А.І. Лур’є, 

В.Н. Максименко, Т.Л. Мартинович, Г.Т. Сулим, А.О. Сяський, А.Ф. Улітко, 

Л.А. Фільштинський, В.І. Шваб’юк, C. Atcinson, F. Erdogan, G.R. Irwin, G.C. Sih, 

R.M. Jones та інші. 

Для тріщин, які перебувають в областях дії напружень стиску, необхідно 

враховувати контакт їх берегів. Методи розв’язування таких задач для ізотоп-

них матеріалів побудовано у роботах О.М. Гузя, Р.М. Мартиняка, Г.С. Кіта, 

В.В. Панасюка, О.П. Дацишин, Г.П. Саврука, та для анізотропних матеріалів у 

роботах Л.А. Фільштинського, О.В. Максимович, Е.А. Стрельнікової. 

Тому актуальним є завдання розробки методик визначення напружень в 

анізотропних елементах конструкцій, що містять дефекти і взаємодіють зі 

штампами та використання їх у розрахунках на контактну міцність композитів. 

Мета роботи – розробка підходу до розрахунку концентрації напружень 

біля штампів, отворів та тріщин в анізотропній півплощині за врахування 

тертя, контакту берегів тріщин та створення на цій основі методик розрахунку 

граничних навантажень для композитних елементів конструкцій за їх взаємодії 

із штампами. 

Досягнення мети передбачає розв’язання таких задач: 

- розробити числовий підхід до дослідження контактних задач для анізо-

тропної півплощини з отворами й тріщинами за врахування тертя під штампом 

та взаємодії берегів тріщин, який базується на методі інтегральних рівнянь; 

- побудувати алгоритм розв’язування отриманих інтегральних рівнянь на 

основі методу механічних квадратур із додатковим застосуванням методів 

оптимізації для знаходження невідомих областей контакту; 

- запропонувати й обґрунтувати інженерні підходи до дослідження кон-

центрації напружень біля отворів і тріщин у композитній півплощині, що вза-

ємодіє зі штампом; 
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- розробити методики розрахунку на міцність композитних пластинчатих 

елементів конструкцій з отворами й тріщинами при їх взаємодії зі штампами; 

- виконати дослідження впливу умов навантаження, механічних харак-

теристик, тертя, взаємодії берегів тріщин на концентрацію напружень біля 

штампів, отворів і тріщин та застосувати їх до задач, які виникають в ін-

женерній практиці. 

Об’єкт дослідження – композитні елементи конструкцій з отворами й 

тріщинами, які взаємодіють із штампами. 

Предметом дослідження є методи оцінки міцності композитних пластинча-

тих елементів конструкцій з отворами й тріщинами, які взаємодіють зі штампами. 

Методи дослідження. Теоретичні дослідження проводились на основі 

сучасних методів механіки деформівного твердого анізотропного тіла; методу 

граничних інтегральних рівнянь та числових методів їх розв’язування; апробо-

ваних в літературі критеріїв міцності для композитних матеріалів; з використан-

ням сучасного програмного забезпечення та комп’ютерної техніки, що забез-

печило високу точність і достовірність результатів досліджень. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацій-

на робота виконувалася у рамках науково-дослідних робіт Луцького НТУ: “Роз-

робка критеріїв руйнування та методик розрахунків на міцність і довговічність 

композитних елементів конструкцій із тріщинами” № д/р 0113U000334 (2013–

2015 рр), “Дослідження напружено-деформованого стану сталефібробетонних 

конструкцій, удосконалення методики оцінки надійності та технології їх ви-

готовлення” № д/р 0115U002205 (2015– 2016 рр), де автор був виконавцем. 

Наукова новизна роботи полягає в тому, що: 

- побудовано модифіковані інтегральні рівняння контактної задачі для 

багатозв’язної анізотропної півплощини з тріщинами, в яких задані умови на 

межі півплощини, у тому числі під штампом, задовольняються тотожно; 

- розроблено числовий підхід до розв’язування отриманих інтегральних 

рівнянь на основі методу механічних квадратур, у якому враховано контакт 

берегів тріщин; 
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- побудовано методику розрахунку напружень під штампом, біля отворів та 

тріщин за врахування тертя, взаємодії берегів тріщин, на основі якої виконано 

дослідження впливу анізотропії на напружений стан композитів; 

- обґрунтовано інженерний підхід до дослідження концентрації напружень 

біля отворів і тріщин у композитній півплощині, що взаємодіє зі штампом; 

- розроблено методику розрахунку на міцність композитних пластинчатих 

елементів конструкцій з отворами, які взаємодіють зі штампами різної форми. 

Достовірність отриманих результатів забезпечується строгістю та ко-

ректністю математичних постановок задач із використанням основних положень 

механіки деформівного твердого тіла; коректним застосуванням апробованого в 

літературі квадратурного методу для розв’язування інтегральних рівнянь; узгод-

женням одержаних результатів для часткових випадків із відомими у науковій 

літературі даними; порівнянням результатів розв’язування низки тестових задач 

паралельно різними методами. 

Теоретичне значення роботи полягає у: створенні методик розрахунку 

напруженого стану композитних елементів конструкцій з отворами й тріщинами 

при їх контакті зі штампами за врахування тертя та контакту берегів тріщин; 

розробці методик розрахунку на контактну міцність композитів із дефектами. 

Практичне значення одержаних результатів. Запропонована методика 

може бути використана в розрахунках на контактну міцність композитних еле-

ментів конструкцій і деталей машин за врахування тертя та отворів; у розрахун-

ках граничної рівноваги композитних матеріалів із тріщинами під час їх на-

вантаження штампами. 

Отримані результати досліджень впроваджено на ПрАТ “Львіський 

локомотиворемонтний завод” (м. Львів), де застосовуються для оцінки міцності 

буксового вузла, на АТ “АК “Богдан моторс” (м. Луцьк) для дослідження кон-

тактних напружень, що виникають у вузлах взаємодії механізму навіски дверей 

та на ПАТ “Електротермометрія” (м. Луцьк) для визначення розподілів контакт-

них напружень на поверхні отвору деталі “кришка верхня ПБВИ 725.123.002-02”. 

Матеріали дисертаційної роботи також використовуються в навчальному 
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процесі Луцького національного технічного університету (кафедра комп’ютер-

ної інженерії, кафедра технічної механіки). 

Апробація результатів дисертації. Окремі матеріали дисертаційної робо-

ти доповідалися і обговорювалися на наукових конференціях професорсько-

викладацького складу Луцького НТУ (2008–2016 р.р.); ІІ Міжнародній науково-

практичній конференції “Теоретичні і експериментальні дослідження в техно-

логіях сучасного матеріалознавства та машинобудування” (2009 р.); Міжнарод-

ній науково-практичній конференції “Комп’ютерно-інтегровані технології у ви-

робництві та освіті” (2010 р.); ІІ Міжнародному симпозіумі “Сучасні проблеми 

інженерної механіки” (2011 р.); ІІ Міжнародній науково-практичній виставці-

конференції молодих учених та студентів “Інновації у будівництві” (2016 р.). 

У повному обсязі результати дисертаційного дослідження доповідалися на 

об’єднаному науковому семінарі кафедр технічної механіки, вищої математики 

та комп’ютерної інженерії Луцького національного технічного університету 

МОН України (керівник – д.т.н., проф. Шваб’юк В.І.); міжвузівському науковому 

семінарі кафедри обчислювальної механіки і міцності конструкцій “Актуальні 

проблеми механіки деформівних тіл і конструкцій” при Придніпровському на-

уковому центрі та науковій раді з механіки деформівного твердого тіла НАН 

України (керівники – чл.-кор. НАН України, д.т.н., проф. Гудрамович В.С.; 

д.т.н., проф. Дзюба А.П.); науковому семінарі відділу математичних проблем 

контактної механіки Інституту прикладних проблем механіки і математики 

ім. Я.С. Підстригача НАН України (керівник – д.ф.-м.н., проф.Мартиняк Р.М.). 

Публікації та особистий внесок здобувача. За темою дисертаційної робо-

ти опубліковано 8 наукових праць, у тому числі 6 статей у наукових фахових 

виданнях України з технічних наук [61, 66, 75–77, 79], з яких праця [79] індексу-

ється в міжнародних наукометричних базах даних (Universal Impact Factor, Open 

Academic Journals Index, Index Copernicus). Крім цього дисертантом опубліковано 

статтю [65] за кордоном (м. Люблін, Польша) та монографію [74]. 

Основна частина ідей, теоретичних та практичних розробок дисертаційної 

роботи належить здобувачу особисто. Праці [65, 66] виконані автором одноосіб-
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но. У роботах, опублікованих у співавторстві, науковому керівнику [75–77, 79] 

належить постановка задач, алгоритм розв’язування інтегральних рівнянь, участь 

в обговоренні числових результатів. Іншим співавторам належить: О.В. Іллю-

шину [77] та Т.Я. Солар [76] участь у розробці числового алгоритму розв’язу-

вання інтегральних рівнянь; А.Ю. Коцюбі [61, 74] та В.М. Максимовичу [74] 

належить числово-аналітична методика розв’язування контактних задач для ізо-

тропної півплощини зі штампами складної форми. Авторові у праці [74] належить 

участь у побудові умов контакту, програмуванні алгоритмів розв’язування задач 

квадратичного програмування та в обговоренні одержаних числових результатів. 

Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел та додатків; містить 

18 таблиць та 108 рисунків. Загальний обсяг роботи становить 178 сторінок 

машинописного тексту. Бібліографія нараховує 195 найменувань. 

Перелік умовних позначень і скорочень містить специфічну терміно-

логію і позначення, які використовуються в дисертаційній роботі. 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертаційної роботи, сформу-

льовано мету та завдання досліджень, охарактеризовано новизну, теоретичне 

та практичне значення отриманих результатів, наведено дані про публікації за 

темою дисертації, описано структуру роботи. 

У першому розділі наведено огляд наукових праць, близьких за напрямком 

до теми дисертації, та стислий аналіз сучасного стану проблеми. Висвітлено 

малодосліджені в літературі для анізотропних пластинок задачі та на основі цього 

обґрунтована актуальність проведення досліджень у вибраному напрямку. На-

ведено також основні рівняння плоскої задачі теорії пружності для анізотропного 

тіла. 

У другому розділі розроблено підхід до дослідження контактних задач 

для ортотропної півплощини з отворами й тріщинами за врахування взаємодії 

берегів тріщин. Визначення напружено-деформованого стану проведено на ос-

нові модифікованих інтегральних рівнянь, за яких умови на межі півплощини, 

у тому числі й під штампом (гладким), задовольняються тотожно. Досліджено 
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контактні напруження та КІН за дії плоского та параболічного штампів. За-

пропоновано також методику розрахунку на міцність композитних пластинча-

тих елементів конструкцій. 

У третьому розділі розроблено підхід до дослідження контактних задач 

для півплощини із загальною анізотропією, послабленої отворами й тріщинами 

за врахування взаємодії берегів тріщин та тертя під штампом. Виконано до-

слідження концентрації напружень біля отворів різної форми за дії плоского та 

параболічного штампів залежно від механічних характеристик композитів, 

розміщення отворів відносно штампів, коефіцієнтів тертя тощо. Виконано роз-

рахунок на міцність областей біля отворів та штампів за врахування тертя. Ви-

значено граничні сили, які можуть бути прикладені до штампа. 

У четвертому розділі розглянуто контактні задачі з ускладненими гранич-

ними умовами. Досліджено випадок взаємодії ортотропної нескінченної пластин-

ки, послабленої отвором, у межу якого втискається штамп, що має форму, близь-

ку до форми отвору. Розглянуто контактну задачу про взаємодію однорідної та 

кусково-однорідної півплощин із жорстким штампом складної форми за враху-

вання тертя. Проведено дослідження контактного тиску під штампами різної 

форми залежно від коефіцієнта тертя. Детально розглянуто випадок штампа з 

системою виїмок. Досліджено тиск на ділянках контакту залежно від кількості 

виїмок, їх форми та прикладеного навантаження. 
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РОЗДІЛ 1  

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ ТА ОСНОВНІ 

СПІВВІДНОШЕННЯ ПЛОСКОЇ ЗАДАЧІ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 

 

У розділі подано огляд праць за темою дисертації та наведено стислий 

аналіз сучасного стану проблеми. Висвітлено малодосліджені в літературі для 

анізотропних пластинок задачі та на основі цього обґрунтована актуальність про-

ведення досліджень у вибраному напрямку. Наведено також основні рівняння 

плоскої теорії пружності та співвідношення механіки руйнування, які будуть 

використовуватись під час виконання роботи. 

 

1.1. Огляд літературних джерел та вибір напрямів дослідження 

Проблеми контактної взаємодії анізотропних матеріалів мають важливе 

значення, адже композити широко застосовуються у будівництві, в ракетній, 

ядерній техніці, при створенні різного роду транспортних засобів тощо. До-

слідження композитних матеріалів потребує високовартісних експериментів. У 

зв’язку з цим виникає необхідність побудови теоретичних методів досліджень 

на міцність і довговічність елементів конструкцій, що виготовлені з таких 

матеріалів. Оцінка міцності конструкцій ґрунтується на детальному вивченні 

їх напружено-деформованого стану (НДС) з врахуванням форми, механічних 

властивостей, прикладеного навантаження. Під час створення різних конструк-

цій часто доводиться за технологічною необхідністю робити в них отвори. Крім 

того, в процесі експлуатації в деталях виникають тріщини, які (як і отвори) 

стають концентраторами напружень. Концентрації напружень є одним з основ-

них факторів, що визначають міцність конструкції, і тому дослідження впливу 

концентрацій напружень, що виникають поблизу тріщин та отворів на поведінку 

композитних елементів конструкцій при контактній взаємодії є одним з найакту-

альніших завдань сучасної механіки. Як було вже сказано, такі задачі належать 

до класу змішаних і є достатньо складними у математичному відношенні. 

Контактні задачі для ізотропних та анізотропних тіл без дефектів добре 

вивчені в літературі. Як правило, під час постановки контактних задач при-
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пускається, що область контакту є малою порівняно з іншими розмірами тіл, а 

тому ці тіла розглядають як півпростір або півплощину, не враховуючи власти-

вості поверхневих шарів. 

Контактні задачі почали розглядати на початку минулого століття в працях 

J. Boussinesq, H. Hertz, О.М. Динника, С.А. Чаплигіна та ін. Вони належать до 

класу змішаних, які є достатньо складними в математичному відношенні. Для 

розв’язування таких задач широко використовуються аналітичні методи. Дещо 

простішими є задачі при наперед заданих областях контакту. До таких задач 

відносяться випадки, коли основа штампа є плоскою. Контактна задача про 

втискання кругового штампа в пружний півпростір розглянута О.М. Динником. 

Для осесиметричної задачі Л.О. Галін [22] отримав аналітичні формули для кон-

тактного тиску під штампом та розв’язок для задачі визначення тиску під ос-

новою плоского штампа, на який діє центральна сила, коли поза штампом пів-

простір навантажений зосередженою нормальною силою. Значний вклад у роз-

виток методів розв’язання контактних задач внесли роботи Д.В. Гриліцького [29, 

30], В.С. Губенко, В.І. Довноровича, Я.М. Кизими, Р.М. Мартиняка [24, 53, 54, 

107, 123, 132, 133, 145, 168–170, 174, 175], В.І. Моссаковського, Г.С. Кіта [52, 

166], Г.Я. Попова, Я.С. Уфлянда [115, 116], І.Я. Штаєрмана [127]. Просторові 

контактні задачі про втискання штампів складної форми та систем штампів роз-

глядались у [1–3, 6, 16, 21, 25, 26, 83, 104, 127, 188]. 

Дещо ускладнюються контактні задачі при врахуванні границь тіла або за 

дії системи штампів [43, 129, 131]. Серед таких задач найбільш вивчені задачі 

для шару чи смуги [3, 114, 128]. Для обмежених тіл широко використовуються 

числові та аналітичні методи. Асимптотичні методи використовувались для дос-

лідження контактних задач для шару, смуги за дії системи штампів у роботах 

В.М. Александрова і його учнів [1, 3]. 

Огляд робіт, присвячених вивченню плоских задач теорії пружності на-

ведено в працях [16, 24, 38, 83]. 

Контактні задачі для анізотропних тіл розглядались у роботах [8, 13, 29, 

30, 55, 61, 71, 109, 112, 117, 118, 124–126, 137, 164, 167]. 
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Значно складнішими виявились задачі для випадків, коли область контакту 

є наперед невідомою. Для штампів простої форми достатньо ефективними є 

аналітичні методи визначення областей контакту. 

Під час розгляду штампів складної форми виявився ефективним підхід 

А. Сіньоріні, в якому контактні задачі з невідомою областю контакту зведені 

до альтернативних інтегральних рівнянь-нерівностей. За допомогою цього під-

ходу Б.А. Галанов [18, 19] розробив числовий метод і звів задачу до граничних 

рівнянь типу Гаммерштейна. 

Для такого класу також широко використовуються варіаційні методи. У 

разі варіаційної постановки задаються додаткові обмеження на шукані функції. 

Доведено єдиність та існування розв’язків, які забезпечуються умовою додатнос-

ті потенціальної енергії тіла. На межі тіл вводять зв’язки, які передають тільки 

односторонні стискувальні зусилля в напрямку загальної нормалі до контакту-

ючих поверхонь, записуються умови непроникнення тіл одне в одне. 

В останні роки розвиваються методи дослідження некласичних контактних 

задач. До них відносять задачі з областями контакту, які є порівняно великими з 

розміром контактуючих тіл, із урахуванням неоднорідної анізотропії середовища, 

мікроструктури контактуючих поверхонь чи фрикційної взаємодії. Значний 

внесок у розвиток таких класів задач внесли роботи В.М. Александрова [1, 2], 

Л.О. Галіна [20], І.Г. Горячової [24–26, 145], Н.Б. Демкина [41], В.В. Дроб’язка 

[43], Т.С. Кагадий [47], М.М. Кундрата, О.В. Максимука [80], Р.М. Мартиняка 

[24, 53, 54, 107], В.В. Панасюка [94], А.К. Приварникова [15, 98], А.С. Рабино-

вича [99], П.П. Усова [114], Я.С. Уфлянда [115, 116], M. Ciavarella [134–136], 

K.L. Johnson [42, 162], V.J. Pauk [183, 184] та ін. 

Задачі про взаємодію штампа з межею отвору часто виникають на прак-

тиці, які є досить складними в математичному відношенні, оскільки умови кон-

такту для них громіздкі. Контактні задачі для штампів, що взаємодіють з межею 

кругового отвору, розглядалися в роботах Л.О. Галіна [21], Д.В. Грілицького [29, 

30], В.В. Панасюка [92], В.Г. Савіна [100], О.В. Максимович [13], А.О. Сясь-

кого [111, 112], E.-M. Craciun [139, 138] та ін. У таких задачах у літературі 
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найбільш вивчені випадки, коли штамп має форму, яка збігається або близька до 

форми отвору. Отвори складніших форм залишаються маловивченими, особливо 

під час взаємодії зі штампами складної форми. Найменш вивченими залишились 

задачі, коли форма штампу істотно відрізняється від форми отвору (зокрема 

важливі для практики випадки, коли штампи мають виїмки). 

Задачі визначення напружень в анізотропних пластинках з отворами й 

тріщинами є значно складнішими, ніж для випадку ізотропних матеріалів. Тому 

аналітичні розв’язки побудовані тільки для окремих класів таких задач. Аналітич-

ний розв’язок для пластинки із еліптичним отвором побудували С.Г. Лєхніцький 

та Г.М. Савін. Вони отримали загальні розв’язки рівнянь плоскої задачі теорії 

пружності анізотропного середовища і згину тонких анізотропних пластин 

шляхом представивлення їх через комплексні потенціали в узагальнених ком-

плексних змінних [67–69]. Визначення напруженого стану в анізотропній пласти-

ні біля отвору, відмінного від кругового або еліптичного, дещо складніше. Для 

таких задач С.Г. Лєхніцький [68] розробив метод малого параметра. 

Значний вклад у розвиток методів визначення НДС анізотропних тонко-

стінних елементів конструкцій складної форми внесли А.Я. Александров, 

С.О. Амбарцумян, Л.Т. Бережницький, Д.В. Гриліцький, Я.М. Григоренко, 

В.Т. Грінченко, В.С. Гудрамович, С.О. Калоєров, Т.Л. Мартинович, І.О. Пру-

сов, В.В. Лобода, В.В. Панасюк, Г.Я. Попов, А.О. Сяський, А.Ф. Улітко, 

В.І. Шваб’юк, C. Atcinson, F. Erdogan, G.R. Irwin, G.C. Sih, R.M. Jones та ін. [23, 

27, 31, 32, 44, 48, 71, 72, 81, 91, 97, 106, 113, 124, 130, 144, 163, 190]. 

Загальний метод дослідження пружної рівноваги анізотропних та ізо-

тропних пластинок з отворами розробили О.С. Космодаміанський [57, 60] та 

С.О. Калоєров [49, 50, 57] з використанням комплексних потенціалів Лехніць-

кого. Потенціали зображено у вигляді рядів з невідомими коефіцієнтами, які 

визначаються в загальному випадку з нескінченних систем алгебраїчних рівнянь. 

З використанням цього методу проведено дослідження напружень в пластинках, 

послаблених одним чи системою отворів різної форми, в тому числі обмежених, 

півбезмежних пластинок з отворами та ін. При розгляді криволінійних отворів 

використовується додатково конформне відображення круга на область, яка 
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лежить ззовні кожного із граничних контурів. Тому розклади комплексних 

потенціалів в ряди в таких випадках мають достатньо складний вигляд. 

Для розв’язування плоских задач теорії пружності для анізотропних тіл 

із отворами й тріщинами складної форми використовують числові методи. 

Сербські дослідники V. Nikolić-Stanojevic, Ć. Dolićanin, M. Radojković [178] для 

вивчення напруженого стану анізотропних елементів конструкцій з еліптичними 

отворами використали метод скінченних елементів. V. Nikolić-Stanojevic разом 

з K. Maksimović та S. Maksimović використали цей метод для знаходження 

коефіцієнтів інтенсивності напружень [171]. 

В останні роки широкого застосування набув метод граничних інтегральних 

рівнянь (МГІР). Для анізотропних пластинок МГІР розвинений значно менше, 

ніж для ізотропних. Загальний підхід до знаходження напруженого стану анізо-

тропних багатозв’язних пластинок запропоновано в роботах Д.І. Шермана [125, 

126] і Л.А. Фільштинського [117, 119]. Д.І. Шерман звів плоску задачу теорії 

пружності анізотропного тіла до системи інтегральних рівнянь Фредгольма. 

Значний вклад у розвиток цього методу внесли В.В. Божидарнік [11, 12], 

Л.О. Галін, О.В. Максимович, Я.М. Пастернак, Г.Т. Сулим [110]. В.М. Макси-

менко побудував загальну систему сингулярних інтегральних рівнянь для пруж-

ної анізотропної пластини, послабленої кінцевим числом криволінійних роз-

різів, береги яких навантажені зовнішніми зусиллями, і підкріпленої кінцевим 

числом ребер [73]. Методи розв’язування інтегральних рівнянь, які виникають 

в плоских задачах теорії пружності розроблено в працях [9, 17, 58, 70, 88, 89, 

116, 140, 185]. 

Під час експлуатації тонкостінних елементів конструкції особливо небез-

печними є тріщиноподібні дефекти. Тому вивченню напружень біля тріщин у 

твердих тілах присвячена значна кількість робіт: О.Є. Андрейківа [4], Л.Т. Бе-

режницького[10], О.М. Гузя [33, 152, 153], О.П. Дацишин [34–40, 141, 142], 

А.А. Камінського [51, 84], М.М. Кундрата [64], Р.М. Кушніра [166], В.Н. Макси-

менка [46, 73], Р.М. Мартиняка [45], Ю. Муракамі [108], М.М. Николишина [90, 

166], В.А. Осадчука, В.В. Панасюка [94–96], М.П. Саврука [101–105], Г.П. Че-

репанова [120–122], M.H. Aliabadi [143, 155], C. Atkinson [130], T. Goshima 
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[146–150], N. Hasebe [155–158], D.P. Rooke i D.J. Cartwright [187], G.C. Sih 

[176, 189, 190], T. Sadowski [191], H. Tada, P.C. Paris i G.R. Irvin [192] та ін. 

Як правило, вважають, що береги тріщин не контактують між собою під 

час деформації. Для тріщин, які перебувають у областях, де діють стискувальні 

напруження, необхідно додатково розглядати контакт їх берегів. Методи дослід-

ження таких задач для ізотропних матеріалів розглядались у роботах Д.В. Гри-

ліцького, О.М. Гузя, О.П. Дацишин, Г.С. Кіта, Р.М. Мартиняка, С.І. Моссаков-

ського, В.В. Панасюка, Г.П. Саврука [28, 33, 52, 82, 93]. Для анізотропних 

матеріалів такі задачі вивчені в значно меншій мірі. У цьому напрямку 

вкажемо на роботи В.В. Божидарніка, П.А. Загубіженко, Л.А. Фільштинського, 

О.В. Максимович [77–79, 172, 173], Е.А. Стрельнікової [109]. 

Під час розгляду півплощини з тріщинами в зв’язку із значними матема-

тичними труднощами, у літературі для спрощення, часто дію штампа врахову-

ють шляхом задання розподілу контактного тиску, який виникає в суцільній 

півплощині (розподіл Герца) [36, 38, 39]. Зокрема, такий шлях використали 

N. Hasebe і співавтори [155–158], в яких застосовано метод конформних відоб-

ражень [1, 67–69, 87]. Досліджено вплив відстані крайової тріщини до штампа 

на напруження біля тріщини. Підхід, у якому контактний тиск задавався згідно 

розподілу Герца, широко застосовується у працях В.В. Панасюка, О.П. Дацишин, 

у яких для визначення напружень використано метод сингулярних інтегральних 

рівнянь. Для розміщених в області стискувальних напружень тріщин врахова-

но контакт їх берегів [38, 39]. У працях В.В. Панасюка, О.П. Дацишин та їх 

співавторів [37, 40, 181, 182] розроблений на базі методу сингулярних інтеграль-

них рівнянь підхід застосовано для дослідження процесів руйнування біля 

штампів шляхом вивчення траєкторій підростання втомних тріщин за наближе-

ного опису контактних навантажень на краю півплощини розподілом Герца. 

Детальний огляд виконаних в цьому напрямку робіт дано в [38]. 

Дію параболічного штампа на півплощину з крайовою тріщиною за враху-

вання тертя в області контакту розглянуто в [104]. У цій роботі прийняте припу-

щення, що береги тріщин не контактують, що істотно спрощує процес розв’язу-

вання задачі. 
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Контактні задачі для ізотропних півплощин з отворами розглядались у 

роботах С.О. Калоєрова [50], C.A. Brebbia [14]. 

Методики визначення пружних характеристик анізотропних матеріалів 

наведено в працях [7, 56, 85, 154]. 

Критерії міцності та методи їх використання в розрахунках на міцність 

твердих тіл, в тому числі з врахуванням анізотропії та тріщин, викладено в [4, 

5, 10, 59, 62, 86, 151, 159, 161, 165, 177, 179, 180, 186, 193–195]. 

У даній роботі розглядаються композитні півплощини (за плоскої де-

формації та плоского напруженого стану) з отворами й дефектами типу тріщин, 

які взаємодіють із штампами за врахування тертя, контакту берегів тріщин. На 

основі розроблених алгоритмів визначення напружень у таких композитах за-

пропоновано методики розрахунку допустимих зусиль до штампа, за яких за-

безпечується міцність областей з підвищеною концентрацією напружень (біля 

отворів й штампів), які базуються на відомих критеріях міцності. 

Відомо, що в області контакту штампів із пружними тілами виникають 

високі напруження. Тому тут, як правило, зароджуються і розвиваються крайо-

ві тріщини під різними кутами щодо межі тіла. При розгляді підшипників, в 

яких ролики контактують із біговою доріжкою, має місце багаторазове на-

вантаження відносно тріщин, які вже з’явилися раніше, тобто тут будуть мати 

місце повторні навантаження. Тому тріщини, що зародились на початкових 

стадіях, будуть розвиватися за втомним механізмом. У розрахунках необхідно 

також врахувати контакт берегів тріщин та тертя під штампом, яке може 

суттєво впливати на напруження. 

1.2. Закон Гука для анізотропного тіла 

Узагальнений закон Гука, що зв’язує між собою напруження та деформа-

ції, для анізотропного матеріалу має вигляд [69]:
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де ija  – пружні сталі матеріалу, причому ij jia a ; x , y , z , xy , xz , yz  – 

деформації; x , y , z , xy , xz , yz  – напруження. 

Розглянемо анізотропну пластинку в умовах плоского напруженого стану, 

для якої серединна площина є площиною симетрії її механічних характеристик. 

Закон Гука для цього випадку буде мати вигляд [69]: 
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Закон Гука записують також із використанням технічних пружних сталих 

у вигляді [69]: 
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де xE , yE  – модулі Юнга в напрямку осей Ох і Оу, xyG  – модуль зсуву, x , y  

– коефіцієнти Пуассона. Тобто, ненульові коефіцієнти в (1.2) при цьому 

будуть: 
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причому має місце рівність y y x xE E . 

На практиці широко використовуються композитні матеріали, механічні 

характеристики в яких мають додатково площини симетрії 0x  та 0y . Для 

таких матеріалів, які називають ортотропними, в законі Гука 16 26 0a a . 

1.2.1. Пружні сталі для композитних матеріалів 

Наведемо значення пружних сталих для деяких композитних матеріалів, 

які широко використовуються в різних галузях промисловості та будівництва. 

Водночас, ці матеріали характеризуються різним рівнем анізотропії, що дає 

можливість під час їх розгляду сформулювати загальні висновки щодо впливу 
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анізотропії механічних характеристик на напружений стан. Система координат 

вибирається так, що вісь Оу стала паралельною напрямку з максимальною 

жорсткістю матеріалу. В таблиці 1.1 наведено технічні пружні сталі композит-

них матеріалів та відповідні їм корені характеристичного рівняння [12, 56, 163]. 

В ній додатково наведено величину (відношення максимального модуля Юнга 

до знайденого мінімального значення модуля) EW . Порівнюючи це відношення 

із відношенням y xE E  (яке також подано в таблиці), можна зробити висновок, що 

для більшості із розглянутих матеріалів найменшу жорсткість мають композит-

ні матеріали під деяким кутом відносно осей ортотропії матеріалу. Зазначимо, 

що величина EW  характеризує ступінь анізотропії матеріалу. 

Таблиця 1.1 

Пружні сталі 

 xE , ГПа yE , ГПа xyG , ГПа xy  yx  
EW  y xE E  

1Im s  2Im s  

ЕФ32 21.00 32.8 5.70 0.210 0.134 2.003 1.562 0.4462 1.7934 

ЕТФ 12.50 29.6 4.90 0.189 0.080 2.461 2.368 0.4382 1.4829 

ЛУ-1 10.80 96.0 2.61 0.210 0.024 12.150 8.889 0.1664 2.0157 

CF2 15.00 232.0 5.02 0.280 0.018 17.323 15.467 0.1486 1.7117 

CF1 8.62 400.0 2.80 0.350 0.008 52.829 46.404 0.0840 1.7483 

Скло-

епоксид 
18.00 54.0 9.00 0.250 0.083 3.000 3.000 0.4524 1.2762 

Бор- 

епоксид 
21.00 207.0 7.00 0.300 0.030 11.040 9.857 0.1869 1.7042 

Графіт-

епоксид 
5.00 207.0 2.60 0.250 0.006 41.400 41.400 0.1128 1.3778 

Kevlar-

епоксид 
5.50 76.0 2.10 0.340 0.025 14.567 13.818 0.1687 1.5942 

1.2.2. Близький до ізотропного матеріал 

Щоб застосувати розроблений алгоритм до розгляду ізотропних пласти-

нок безпосередньо приймемо, що пружні сталі дорівнюють [12]: 

 

2
2

22

11

1
6

a

a
, 

212

11

1
a

a
, 

266

11

2 1 1
a

a
, (1.4) 
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де  – задана стала (яка аналогічна до коефіцієнта Пуассона), 
1

3 1 2
,  – 

деяке мале число (при 0  матеріал стає ізотропним). 

Корені характеристичного рівняння для цього матеріалу будуть [12] 

 
2

1,2 1
12 2

s i . (1.5) 

1.2.3. Пружні характеристики в повернутій системі координат 

Поруч із системою координат Oxy розглянемо повернуту на кут  систе-

му координат Ox y  (рис. 1.1). 

0 x

y

z

x
'

y'

φ 

y'

x'

x

y

 

Рис. 1.1. Повернута система координат 

Пружні сталі, напруження і деформації в повернутій системі координат 

будемо позначати з штрихом наверху. Закон Гука в цій системі має вигляд [67]: 

 
11 12 16

21 22 26

61 62 66

,

,

.

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

a a a

a a a

a a a

 (1.6) 

У [67] показано, що пружні сталі в законі (1.6) визначаються через пружні 

сталі в основній системі координат за формулами: 
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16 26

1
cos sin 2 cos2 sin 2

2
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2 2

66 66 11 22 12 66 26 164 2 sin cos 2 sin2 cos2 .a a a a a a a a  

(1.7) 

1.3. Основні рівняння плоскої задачі теорії пружності 

Під час визначення НДС композитні пружні тіла розглядають як анізотроп-

ні матеріали. Розглянемо детальніше випадок плоскої задачі теорії пружності 

для анізотропних матеріалів. Під плоскою задачею теорії пружності розуміють 

узагальнений плоский напружений стан або плоску деформацію. 

1.3.1. Узагальнений плоский напружений стан 

Розглядається анізотропна пластинка товщиною 2h , яка в довільній точці 

має площину пружної симетрії, що паралельна серединній площині. Крім цього 

приймається, що зовнішнє навантаження прикладено так, що його результуюча 

сила лежить у серединній площині. Віднесемо серединну площину до декарто-

вої системи координат Oxy. Торцеві площини пластинки приймаються вільними 

від зовнішнього навантаження. При дослідженні НДС тонких пластинок на-

пруження приймаються незмінними по товщині і позначають через x , y , xy , 

а іншими компонентами тензора напружень нехтують. 

Співвідношення для плоского напруженого стану мають вигляд [69, 100]: 

- рівняння рівноваги: 

 0
xyx

x y
, 0

xy y

x y
; (1.8) 
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- співвідношення Коші: 

 
x

u

x
, 

y

v

y
, 

xy

u v

y x
, (1.9) 

де x , y , xy  – деформації, ,u v  – вектор переміщень; 

- умова сумісності деформацій 

 

2 2 2

2 2

x y xy

y x x y
. (1.10) 

Позначимо межу пластинки через L . Приймемо, що на контурі L  задано 

зусилля – проекції зовнішніх сил ,n nX Y . Умови на межі тоді записуються у 

вигляді [100]: 

 cos( , ) cos( , )x xy nn x n y X , cos( , ) cos( , )xy y nn x n y Y .
 

(1.11) 

де cos ,n x , cos ,n y  – косинуси кутів між зовнішньою нормаллю до контуру L  

та осями Ox , Oy  відповідно. Таку задачу називають першою основною задачею 

теорії пружності. 

Друга основна задача має місце за заданих на межі L  переміщеннях, які 

позначимо через 1 2,g g . Умови на межі тоді мають вигляд: 

 1, ,u x y g x y , 2, ,v x y g x y , ,x y L . (1.12) 

1.3.2. Плоска деформація 

Для плоскої задачі теорії пружності залишаються справедливими наведені 

вище співвідношення для плоского напруженого стану, якщо в них пружні сталі 

ija  в законі Гука (1.2) замінити на сталі ij , які визначаються за формулами [69]: 

2

11 33 13
11

33

a a a

a
, 11 33 13 23

11

33

a a a a

a
, 16 33 13 36

16

33

a a a a

a
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2

22 33 23
22

33

a a a

a
, 26 33 23 36

26

33

a a a a

a
, 

2

66 33 36
66

33

a a a

a
. 

Зазначимо, що осьові напруження визначаються за формулою 

 13 23 36

33

1
z x y xya a a

a
. 

Розглядатимемо трансверсально-ізотропні матеріали, для яких пружні ха-

рактеристики є однаковими в напрямку осей Ох і Оу. Закон Гука буде у вигляді: 
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при 22 11a a , 31 32a a , 12 21a a , 44 55a a . 

Часто в літературі закон Гука записують у вигляді [69]: 
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Пружні сталі пов’язані співвідношеннями: 
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. 

Розглянемо випадок плоскої деформації, коли навантаження не залежить 

від координати у. Тоді 
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1.3.3. Комплексні потенціали Лехніцького 

Введемо функцію напружень F  за допомогою наступних співвідношень: 

 
2

2x

F

y
, 

2

2y

F

x
, 

2

xy

F

x y
. (1.13) 

За так визначених напружень рівняння рівноваги задовольняються тотож-

но. Підставляючи співвідношення (1.14) у вирази для деформацій (1.2) і далі їх 

у рівняння сумісності деформацій (1.10), отримують рівняння для знаходження 

функції напружень 
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(1.14) 

Лехніцьким показано, що загальний розв’язок рівняння (1.14) може бути 

записаний у вигляді [69, 100]: 

 1 1 2 2 3 3 4 4F F x s y F x s y F x s y F x s y , 

де jF z  – довільні функції, js  – корені характеристичного рівняння 0s , 

 4 3 2

11 16 12 66 26 222 2 2s s s s s . (1.15) 

Встановлено [69], що корені характеристичного рівняння є комплексни-

ми або чисто уявними числами, при цьому корені 1,2s  вибираються так, щоб в 

них уявна частина була додатною. 

Функція напружень може бути зображена у вигляді: 

 1 1 2 22ReF z dz z dz , (1.16) 

де 1z , 2z  – аналітичні функції комплексних змінних j j j jz x iy x s y . 

Зазначимо, що j jx x y , j jy y , де Rej js , Imj js , 1,2j . 

Будемо розглядати випадок, коли пластинка займає область D  (рис. 1.2а). 

Функція 1z  буде аналітична в області 1D , яка отримується із області D  афін-

ним перетворенням 1 1x x y , 1 1y y (рис. 1.2b). Аналогічно, аналітичною 

буде функція 2z  в області 2D  (рис. 1.2c). 

 

Рис. 1.2. Області визначення для функцій Лехніцького 
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Після підстановки функції (1.16) у формули (1.13) отримують співвідноше-

ння для знаходження напружень 

 2 2

1 1 2 22Rex s z s z ,

  1 22Rey z z , 

 1 1 2 22Rexy s z s z , 

(1.17) 

де 1 1z z , 2 2z z . 

Підставляючи співвідношення (1.17) у закон Гука (1.2) визначають де-

формації, а далі після інтегрування знаходять переміщення у вигляді [69]: 

 1 1 2 2 02Reu p z p z y u , 

 1 1 2 2 02Rev q z q z x v . 
(1.18) 

де 0u , 0v ,  – довільні сталі, 2

11 12 16j j jp a s s , 12 22 26j j jq s s , 

1,2j . 

Розглянемо першу основну задачу, гранична умова на межі області D 

для якої має вигляд (1.11), де ( , )n nX Y  – вектор прикладених до межі зусиль. 

Підставивши у співвідношення (1.11) функцію напружень (1.16), отримують 

граничні умови у випадку першої основної задачі у вигляді [69]: 

 1 2 12Re nz z Y ds C , 

 1 1 2 2 22Re ns z s z X ds C . 
(1.19) 

де 1C , 2C  – довільні сталі, ds  – диференціал дуги на контурі L . 

Для другої основної задачі умови при заданих на межі переміщеннях 

1 2,g g  для функцій 1z  і 2z  записуються у вигляді [69]: 

 1 1 2 2 12Re p z p z g s ,
 

 1 1 2 2 22Re q z q z g s . 
(1.20) 

1.4. Загальні співвідношення для пружних анізотропних пластинок 

Наведемо допоміжні співвідношення плоскої анізотропної задачі теорії 

пружності, які будуть використовуватись у роботі. 
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Розглянемо довільну криву , яка лежить в області D, що займає пластин-

ка та виберемо на ній додатній напрямок обходу так, щоб необхідна область 

була зліва (рис. 1.3). 

 

Рис. 1.3. Додатні напрямки обходу 

Введемо вектор q  на дотичній до кривої площинці. Нормаль до нього 

розміщюють праворуч відносно вибраного напрямку обходу. Проекції ,X Y  

вектора q  і похідні від переміщень ,u v  за дуговою координатою на кривій 

через комплексні потенціали Лехніцького визначаються за формулами [100]: 

 1 1 2 22ReY z z z z , 

 1 1 1 2 2 22ReX s z z s z z , 
(1.21) 

 1 1 1 2 2 22Reu p z z p z z , 

 1 1 1 2 2 22Rev q z z q z z , 
(1.22) 

де j jz x s y , u du ds , v dv ds , j jz dx ds s dy ds , ds  – диференціал 

дуги на . 

Вектор напружень q z X iY  на кривій  з використанням формул 

(1.21) визначається у вигляді [100]: 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2q s i z z s i z z s i z z s i z z . (1.23) 

Будемо також використовувати вектор напружень: p N iT , де N , 

T  – проекції визначеного вище вектора напружень на дотичну та нормаль до 

кривої, напрямки яких визначаються відповідно до вибраного напрямку обходу. 

Зазначимо, що p iq dz ds , де z x iy .  

0 x

y

D

Г

А

xГ

yГ n

0 x

y

D
Г

n

xГ

yГ

B

ba



 
30 

РОЗДІЛ 2  

РОЗРАХУНОК НАПРУЖЕНЬ БІЛЯ ОТВОРІВ, ТРІЩИН, ШТАМПІВ 

У ОРТОТРОПНИХ ПІВПЛОЩИНАХ 

 

На практиці найбільше застосування знайшли композитні матеріали, які 

мають ортотропні механічні характеристики. Зокрема до них належать ком-

позити з однонапрямленими армованими елементами. У математичному від-

ношенні задача розрахунку напружень у таких матеріалах є значно простішою, 

ніж у випадку загальної анізотропії. В розділі розроблено підхід до дослід-

ження контактних задач для ортотропної півплощини з отворами й тріщинами 

та запропоновано методику розрахунку на міцність композитних пластинчатих 

елементів конструкцій. 

Основні результати цього розділу опубліковані в працях [75, 77]. 

2.1. Контактна задача для суцільної ортотропної півплощини 

Розглянемо ортотропну півплощину 0y , яка навантажена в області 

uL c x d  штампом з основою y f x  за умови, що вісь Ox  є головною 

віссю ортотропії. Приймемо, що напруження під штампом задовольняють 

умовам: 
d

y y

c

x dx P , 
d

y

c

x x dx M , де yP P  ( P  – сила, яка притискає 

штамп), M  – момент відносно початку координат. Будемо розглядати випадок, 

коли границя поза областю контакту (область L ) вільна від навантаження та 

дотичні напруження під штампом відсутні (рис. 2.1). Розв’язок цієї задачі 

отримали Савін [100] та Галін [21]. Розв’яжемо її іншим методом. 

Введемо функції: 

F z z z , 1 2U z s z s z . 

Потенціали Лехніцького через ці функції визначаються за формулами: 

 2

1 2 1 2

1 s
z U z F z

s s s s
, 

 1

1 2 1 2

1 s
z U z F z

s s s s
. 

(2.1) 
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Рис. 2.1. Ортотропна півплощина, навантажена штампом 

Переміщення і напруження при 0y  через введені функції визначаються 

за формулами: 

 2Rey F , 2Rexy U , 

 1 22Re 2 Re 2 Imv q q r U F , 
(2.2) 

де 1 2

1 2

q q
r

s s
, i , 1 2 2 1

1 2

s q s q

s s
. 

Зазначимо, що, як правило, для ортотропних матеріалів величини r і  є 

дійсними (далі в розд. розглядається такий випадок), при цьому 22

1 2

1 1
i

s s
. 

Умови (2.2) на межі для контактної задачі запишуться у вигляді: 

Im
2

f
F , ux L ; Re 0F , x L ; Re 0U , x . 

На основі [21] маємо: 0U , 

 
1

2 2

d
y

c

f t X t dt P
F z

i X z t z iX z
, (2.3) 

де 

 X z z c z d , X x x c d x . 

Момент визначається за формулою 

 
1

d

c y

c

M x P f t X t dt , (2.4) 

де 
2

c

c d
x . 
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2.1.1. Плоский штамп 

Розглянемо випадок плоского штампа, що повертається на кут , до яко-

го прикладені сила P  (рис. 2.2). Тоді покладаючи в (2.3) f , отримуємо для 

функції F  зображення у вигляді: 

 1
2 2

yc
A

Pz x
F z

i X z iX z
. (2.5) 

y

x0

d

P

-c

M

ε

 

Рис. 2.2. Ортотропна півплощина, навантажена плоским штампом 

Момент знаходимо за формулою (2.4) 

 
2

2
c y

l
M x P . (2.6) 

З цієї формули визначається кут повороту у випадку, коли заданий момент 

M , який прикладено до штампа: 

 
2

2
c yM x P

l
. (2.7) 

Контактні напруження визначаються за формулою 

 
1

y y cP x x
X x

. 

Звідси, зокрема, для випадку ізотропного матеріалу одержимо, що 

 22

1
a

E
, 1s i , 2s i , 

2

E
, 

2

4M

E l
. 

Цей розв’язок збігається з наведеними в [87] співвідношеннями для ізо-

тропної задачі. 

Вираз для напружень 
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1

2
y y c

E
P x x

X x
 

також збігається з наведеним у [87]. 

2.1.2. Параболічний штамп 

Розглянемо випадок параболічного штампа, коли f x R , до якого 

прикладена сила P , де  – кут повороту штампа, R  – радіус закруглення 

(рис. 2.3). Тоді для функції F  зображення у вигляді: 

 

2
2

1 2

2

c c y

B

l R
z x R z x R P

F z z R
i R X z

. (2.8) 

y

x0

M

P

ε 

R

 

Рис. 2.3. Ортотропна півплощина, навантажена параболічним штампом 

Момент знаходимо за формулою (2.4) 

 
2

2

c
c y

l x
M x P

R
. (2.9) 

З цієї формули може бути визначений кут повороту у випадку, коли 

заданий момент, який прикладено до штампа: 

 
2

2 c
c y

x
M x P

l R
. (2.10) 

Розглянемо випадок, коли область контакту невідома. Використаємо за-

міну cz x . Тоді з (2.8) отримуємо 

 
2 2

2
( )

( )

y

B

P l
F z

il X
, cz x . (2.11) 

Область контакту знаходимо з умов обмеженості напружень при l , 
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2 P R

l , c

M
x

P
, 

y

M
R

P
. (2.12) 

Контактні напруження під штампом будуть мати вигляд: 

 2 22
1 /

y

y

P
l

l
, 

де cx x . 

Вирази для півширини ділянки контакту та для напружень під штампом 

у випадку ізотропного матеріалу також збігаються із наведеними в [87] форму-

лами. 

Максимальний тиск досягається в центрі області контакту і дорівнює 

0

2 P
p

l
. 

Розглянемо випадок, коли відомий максимальний тиск 0p  під штампом. 

Тоді 0l Rp , 
2

0 2P p R . 

2.2. Модифіковані інтегральні рівняння для анізотропних пластинок 

із отворами 

У прикладних задачах виникає необхідність дослідження напружень у 

пластинках складної форми. Для ізотропних пластинок широко використову-

ються інтегральні рівняння, які побудовані з використанням розв’язків типу 

Гріна, за яких граничні умови на деяких межах задовольняються тотожно, і які 

в літературі називають модифікованими. Для деяких класів задач такі рівняння 

побудовані також і для анізотропних пластинок [12, 78]. Такий підхід суттєво 

спрощує алгоритм розв’язування задач, оскільки інтегральні рівняння запису-

ють тільки на кривих, де розміщені межі отворів. 

2.2.1. Постановка задачі 

Розглянемо пружну анізотропну пластинку, яка займає задану область D  

за однорідних умов на її межі (наприклад, межа вільна від навантажень або на 

частині межі задані нульові переміщення, а решта межі вільна від навантаження) 

(постановку задачі схематично зображено на рис. 2.4). Приймемо, що анізотроп-
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на пластинка послаблена отворами, межі яких лежать на кривих jL , 1,j J , до 

меж яких прикладено зусилля ,L LX Y . Запишемо інтегральні рівняння для такої 

пластини з отворами так, щоб умови на межі області D  виконувались авто-

матично. 

y

x0
d

P=0

сL1

z(x,y) Lj

 

Рис. 2.4. Схема задачі 

2.2.2. Основні співвідношення 

Виходитимемо із комплексних потенціалів Лехніцького 1z , 2z , 

де j jz x s y , js , ( 1,2j ) – корені характеристичного рівняння 0s  з 

додатною уявною частиною [69], де 

 4 3 2

11 16 12 66 26 222 2 2s s s s s , (2.13) 

ij  – пружні сталі, які входять у закон Гука [69] 

11 12 16x x y xya a a , 12 22 26y x y xya a a , 16 26 66xy x y xya a a . 

Тут , ,x y xy  – деформації, , ,x y xy  – напруження. 

Розглянемо довільний контур , який належить області D, що займає 

пластина. Виберемо на цьому контурі додатній напрямок обходу. На контурі 

, який розглядаємо як межу області, що розміщена зліва відносно вибраного 

напрямку обходу. Вектори напружень ,X Y  і переміщень ,u v  на цьому 

контурі визначають за формулами [69]: 

1 1 2 22ReY z z z z , 1 1 1 2 2 22ReX s z z s z z , 

1 1 1 2 2 22Reu p z z p z z , 1 1 1 2 2 22Rev q z z q z z , 
(2.14) 

де /u du ds , /v dv ds ; 2

11 16 12j j jp s s ; 12 26 22 /j j jq s s ; 

/ /j jz dx ds s dy ds , ds – диференціал дуги на контурі . 
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Далі введемо в розгляд вектор напружень q z X iY  на кривій , 

який з використанням співвідношень (2.14) визначатимемо за формулою 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 .q s i z z s i z z s i z z s i z z  (2.15) 

Приймемо, що відомими є вектори ,X Y  і ,u v  на кривій . Тоді зі 

співвідношень (2.14) на кривій  маємо [12, 78]: 

1 1 1
1

1 1

v s u p X q Y
z

z
, 2 2 2

2

2 2

v s u p X q Y
z

z
, (2.16) 

де 
j js , 1,2j . 

2.2.3. Інтегральні зображення розв’язку задачі для нескінченної області 

Для побудови загального розв’язку задачі розглянемо спочатку нескінчен-

ну пластинку з отворами, яка перебуває під дією зусиль на нескінченності та 

внутрішніх зосереджених сил. На основі співвідношень (2.16) та теореми Коші 

для аналітичних функцій і потенціалів Лехніцького маємо інтегральні зображен-

ня вигляду [12, 78]: 

 
0 0

1 1 1 1 2 1 1 1, , S

L

z u z t v z t ds z , 

 

 
0 0

2 1 2 2 2 2 2 2, , S

L

z u z t v z t ds z , 
(2.17) 

де 1 ... JL L L , u , v  – похідні від переміщень на межі отвору за дуговою 

координатою. 

 0

1 1

1 1

,
j

j

A
z t

t z
, 0

2 2

2 2

,
j

j

B
z t

t z
, 1,2j , (2.18) 

 1
1

12

is
A , 2

12

i
A , 2

1

22

is
B , 2

22

i
B . (2.19) 

Тут j jt s , , L  – точка, за якою проводиться інтегрування, ds  – 

диференціал дуги на кривій L , 1S z , 2S z  – потенціали для суцільної пластин-

ки, які відповідають прикладеним на нескінченності зусиллям та внутрішнім 

зосередженим силам. 
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2.2.4. Модифіковані інтегральні рівняння 

Розглянемо випадок, коли пружна анізотропна пластина займає задану 

область D  за однорідних умов на її межі (наприклад, межа вільна від наван-

тажень або на частині межі задані нульові переміщення, а решта межі вільна від 

навантаження). Запишемо інтегральні рівняння для такої пластини з отворами 

так, щоб умови на межі області D виконувались автоматично. З цією метою 

спочатку побудуємо комплексні потенціали Лехніцького D

j , D

j , ( 1,2j ), які 

є розв’язком задачі теорії пружності для області D з вибраними однорідними 

умовами на межі за умови, що ці функції мають такі особливості в точці з 

координатами 0 0,x y : 

 
1 1,0

~
jD

j

A

z z
, 

2 2,0

~
jD

j

B

z z
, (2.20) 

де 1,0 0 1 0z x s y , 2,0 0 2 0z x s y , 0 0,x y D . 

Позначимо ці потенціали 1,
D

j z T , 2 ,
D

j z T , де T  – точка з коорди-

натами 0 0,x y . Тоді загальний розв’язок задачі теорії пружності (потенціали 

Лехніцького) для області D  з отворами запишеться у вигляді [12, 78]: 

 1 1 1 2 1 1, ,D D

D

L

z z T u s z T v s ds z , 

 2 1 2 2 2 2, ,D D

D

L

z z T u s z T v s ds z , 
(2.21) 

де 1 1 1

P

D D Dz z z , 2 2 2

P

D D Dz z z , T  – точка з координата-

ми , , по якій проводиться інтегрування. Тут потенціали D , D  та 
P

D , 

P

D  – розв’язки задач теорії пружності для області D  з однорідними гранич-

ними умовами під час дії прикладених до пластинки на нескінченності зусиль 

(для обмежених пластинок ці потенціали рівні нулю) або зосереджених сил 

відповідно. 

За побудовою потенціали (2.21) тотожно задовольняють задані умови на 

межі області D за довільних функцій u , v . 

Підставимо співвідношення (2.21) у граничні умови, для знаходження не-

відомих функцій u , v : 
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 1 2, ,
L

u s Q Z T v s Q Z T ds Q Z , Z L , (2.22) 

де L DQ Z Q Z Q Z ; ,jQ Z T  – вектор напружень Lq  в точці Z  з коорди-

натами ,x y  на кривій L , який визначається за формулою (2.21) через ком-

плексні потенціали 
1 2, , ,D D

j jz T z T , 1,2j ; DQ Z  – вектор напружень, 

що відповідає потенціалам 1 2,D Dz z , L+ YL LQ X i . Наприклад, 

 1 1 1 1 1 1, , ,D D

j j jQ Z T s i z z T s i z z T  

 2 2 2 2 2 2, ) ,D D

j js i z z T s i z z T , 1,2j . 

Крім цього, для забезпечення однозначності переміщень, необхідно на 

невідомі функції накласти умови: 

0

jL

u ds , 0

jL

v ds , 0,j N . 

2.2.5. Властивості потенціалів Лехніцького 

Невідомі функції u , v  на кожному з граничних контурів у поданні (2.21) 

визначені з точністю до доданків ju dy ds , jv dx ds , де j  – довільні 

сталі, 1,j J . Зазначимо, що ці величини є похідними від переміщень, що ви-

никають за повороту меж пластини як жорсткого цілого. Під час числового 

розв’язування задачі сталі j , 1,j J  необхідно фіксувати. Наприклад, для 

цього можна покласти 0u  в одній із точок на межі отвору, в якій 0dy ds . 

Знайдені зусилля на основі інтегрального зображення (2.21) на межі кожно-

го з отворів такі, що їх головний вектор та момент тотожно дорівнюватимуть 

головному вектору та моменту прикладеного зовнішнього навантаження (за до-

вільних невідомих функцій u , v ). 

2.2.6. Числовий алгоритм розв’язування інтегральних рівнянь 

Розглянемо спочатку отвір, коли 1L L . Вважатимемо, що контур L  є глад-

кий і заданий параметрично у вигляді , , 0 2 . Покладемо 
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в (2.22) x x , y y , 1, N  та замінивши інтеграли квадратурними формула-

ми [12], отримаємо систему рівнянь у вигляді: 

 
(1) (2)

1

N

k k k k

k

H q U q V q , 1,N , (2.23) 

де ,
j

k j kq Q Z T , 1,2j , L Sq Q Z Q Z Q Z , k k kU u s s , 

k k kV v s s , kT  – точки з координатами ,k kx y , Z  – точки з координатами 

,v vx y , k kx , ,k ky  vx , vy , k Hk , 
2

H , 

2H
N

, k ks s , 
2 2

s , N  – вибрана кількість вузло-

вих точок на контурі L . 

Зі встановлених властивостей розв’язку (2.21) випливає, що система 

рівнянь (2.23) (з точністю до похибок квадратурної формули) є лінійно за-

лежною. Тому у комплексній системі (2.23) одне з рівнянь є зайвим, яке вилуча-

ємо. Запишемо решту рівнянь зі системи (2.23) у дійсному вигляді. В такій сис-

темі одне із рівнянь також лінійно залежне, яке також вилучаємо. 

До отриманої неповної системи долучаємо такі три рівняння: 

 
1

0
N

k

k

U , 
1

0
N

k

k

V , 0mU , 1 m N . (2.24) 

Тут перші два рівняння випливають з умов однозначності переміщень. 

Останнє рівняння отримано в результаті фіксування довільної сталої  у власно-

му розв’язку так, щоб значення функції 0u  у вузловій точці з номером m , 

причому цю точку необхідно вибрати так, щоб у ній 0
dy

ds
. Аналогічно запише-

мо рівняння вигляду (2.23) для системи отворів. 

Стійким алгоритм розв’язування задачі виявився й у випадку, коли до 

системи рівнянь (2.23), яка має лінійно залежні рядки, додали ще три рівняння 

(2.24). Отриману систему розв’язували за допомогою розроблених для таких 

випадків (задач із лінійно залежними рівняннями) стандартних комп’ютерних 

процедур, що ґрунтуються на методі найменших квадратів. 
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2.3. Побудова розв’язків типу Гріна 

Наведемо розв’язки типу Гріна для півплощини, що взаємодіє із штампа-

ми. Ці розв’язки необхідні для побудови інтегральних зображень (2.21) та від-

повідні їм інтегральних рівнянь (2.22). В [12] показано, що введені розв’язки 

типу Гріна належать до класу дислокаційних [87]. І вони будуть використані 

для запису модифікованих інтегральних рівнянь. 

2.3.1. Дислокаційний розв’язок для півплощини з ненавантаженою 

межею 

Розглянемо півплощину 0y , межа якої вільна від навантаження (рис. 2.4). 

Для запису модифікованих інтегральних рівнянь у цьому випадку згідно формул 

(2.20) необхідно побудувати потенціали Лехніцького 1 1z , 1 2z , які мають 

задані особливості в довільній внутрішній точці 0 0,x y : 

 1 1

1 1,0

~
A

z
z z

, 1 2

2 2,0

~
B

z
z z

, 

за умови, що відповідні їм напруження при 0y  дорівнюють нулю. Тут A , B  – 

довільні комплексні сталі, ,0 0 0j jz x s y , причому ,0Im 0jz , 1,2j . 

Розв’язок задачі отримано в [12] у вигляді: 

 1 0 1 0 1 0z z z z , 

 1 0 2 0 2 0z z z z , 
(2.25) 

де 

0 1

1 1,0

A
z

z z
, 0 2

2 2,0

B
z

z z
, 

1 2
1

1

s s
, 2 2

1

1

s s
, 1 1

2

1

s s
, 1 2

2

1

s s
, 1 2 1s s . 

Дислокаційні потенціали запишуться у вигляді: 

 1 ,j j

D

j A A B B
, 1 ,j j

D

j A A B B
, 1,2j . (2.26) 
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2.3.2. Дислокаційний розв’язок для півплощини, що знаходиться під 

дією плоского штампа 

За дислокаційний розв’язок приймемо потенціали Лехніцького 1D z , 

2D z , які мають особливості: 

 1

1 1,0

~D

A
z

z z
, 2

2 2,0

~D

B
z

z z
, 

коли під штампом (у області uL ) похідна від переміщень v  та 0xy , поза 

штампом (в області L ) межа ненавантажена, головний вектор та момент сил, 

прикладених до штампа дорівнюють нулю (із цієї умови визначається стала ). 

Зобразимо ці потенціали у вигляді: 

 1 1 1D Az z z , 2 2 2D Az z z , 

де 

 2

1 2

A A

s
z F z

s s
, 1

1 2

A A

s
z F z

s s
, 

функція AF  відповідає повороту плоского штампа й визначається за формулою 

(2.5) при 0P . 

Для потенціалів ,  використаємо зображення (2.25). Оскільки в цьому 

зображенні F z z z , 1 2U z s z s z , то функції F z  і U z  

матимуть полюси 

 0

1,0 2,0

~
A B

F z F z
z z z z

, 1 2
0

1,0 2,0

~
s A s B

U z U z
z z z z

. 

Задовольняючи граничні умови на межі півплощини, для знаходження 

цих функцій маємо крайові умови: 

 Re 0U x , при x , (2.27) 

та 

 Im 0 0F x i , ux L , 

 Re 0 0F x i , x L  
(2.28) 

Введемо функцію A

S z
F z F z

X z
. Функція S буде мати особливість 
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1,0 2,0

0

1,0 2,0

~
AX z BX z

S z S z
z z z z

, 

та на основі (2.28) задовольняє крайовим умовам: 

 Re 0 0S x i , при x . (2.29) 

З крайових умов (2.27), (2.29) одержимо представлення для функцій U  і 

S  у вигляді: 

00U z U z U z , 00S z S z S z . 

Звідси отримуємо, що: 

00

1
F z S z S z

X z
, 

0 00 02

1 2 1 2

U z U z S z S zs
z

s s s s X z
, 

0 00 01

1 2 1 2

U z U z S z S zs
z

s s s s X z
. 

Напруження під штампом, які відповідають потенціалам ,  знаходить-

ся за формулою 

00

1
2Re

0
y S x S x

X x i
. 

Момент, який відповідає цим напруженням, визначається за формулою 

 
0 00 0

2 2Re Re
0

d d

y

c c

S x S x S z S z
M x dx x dx z dz

X x i X z
, 

де  – замкнений контур, який включає в себе відрізок ,c d , інтегрування 

вздовж якого ведеться проти ходу годинникової стрілки. 

Звідси методом лишків знаходимо: 

 2 0 1,0 0 2,0 0 1,0 0 2,02 ReM i Aw z Bw z Aw z Bw z  

 0 1,0 0 2,04 Im Aw z Bw z , 

де 0w z X z z . 

Щоб забезпечити відсутність навантаження, що прикладено до штампа, в 

розв’язку (2.29) покладемо 2M M , 0P . Звідси AF  отримуємо у вигляді: 
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 2

2
1 c

A

M i z x
F z

l X z
. 

Допоміжні потенціали, які входять у інтегральні рівняння, визначаються 

за формулами: 

 
,j j

D

j D A A B B
, 

,j j

D

j D A A B B
, 1,2j . (2.30) 

2.4. Розрахунок напружень у півплощині з отворами під час дії плоско-

го штампа 

Розглянемо півплощину 0y  з отворами, в яку, якщо 0y , a x a  

втискається без тертя плоский штамп (рис.2.5). Приймемо, що головний вектор 

і момент сил, які прикладені до штампа, дорівнюють P  і 0M  (тут P  – сила, 

яка напрямлена в напрямку півплощини). Допоміжні потенціали 1D z , 2D z , 

які входять у інтегральні рівняння, знаходимо за формулами (2.1), де функцію 

F z  визначають за формулою (2.5). Розрахунки виконано для склопластику, 

механічні характеристики [163] якого наведено в таблиці 1.1. Розглянуто ви-

падок, коли півплощина послаблена круговим отвором (рис. 2.5). 

y

x

P

2
.5

a

θ

a

0
-a a

 

Рис. 2.5. Схема задачі 

На рис. 2.6а наведено результати розрахунків відносних колових на-

пружень на межі отвору 0P  ( 0P P a ) залежно від кутової координати, 

яку відлічуємо від самої правої точки отвору за годинниковою стрілкою. Кривим 

1 і 2 відповідають скло-епоксид і бор-епоксид відповідно, коли жорсткість ма-
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теріалу є максимальною в вертикальному напрямку ( y xE E ), а кривим 1  і 2  – 

жорсткість матеріалу максимальна в горизонтальному напрямку ( x yE E ). 

Відносний контактний тиск під штампом 0p p  ( 0p P a ) наведено на 

рис. 2.6b. Тут додатково наведено відносний контактний тиск для випадку су-

цільної півплощини – крива 0. 

 

Рис. 2.6. Відносні напруження на межі центрального кругового отвору (a) та 

контактний тиск (b) 

Із рисунків видно, що найбільші напруження на межі отвору виникають 

в істотно анізотропній бор-епоксидній півплощині при y xE E  (тут і далі xE  і 

yE  – модулі пружності в напрямку осей Ох і Оу відповідно), причому вони є 

стискувальні. Максимальні напруження розтягу виникають також у тій же пів-

площині за x yE E . Наявність отвору зменшує контактні напруження в централь-

ній частині штампа, причому для вертикально армованої бор-епоксидної пів-

площини тут контактні напруження виявились найменшими. При цьому роз-

рахований контактний тиск виявивився від’ємним, що вказує на відлипання в 

центрі штампа від основи. Однак, оскільки напруження є малими за величиною, 

то отриманий у цьому випадку розв’язок може бути достатньо точним для прак-

тичних застосувань. 

Аналогічні результати для випадку, коли отвір зсунутий і його центр роз-

міщено в точці 0.5 , 2.5a a  наведено на рис. 2.7. 
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Рис. 2.7. Відносні напруження на межі кругового отвору (a), контактний тиск 

(b) та схема задачі (с) 

Для центрального отвору квадратної форми з півстороною a  та закругле-

ними вершинами (рис. 2.8а) знайдено напруження на межі отвору (рис. 2.8b) та 

контактний тиск (рис. 2.8с). 

 

Рис. 2.8. Схема задачі (а), відносні напруження на межі отвору (b) та контактний 

тиск (с) для скло-епоксидної (криві 1) та бор-епоксидної (криві 2) півплощин 
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Розрахунки виконано для ізотропного матеріалу та склопластиків EF32, 

ETF, CF2, механічні характеристики яких наведено в таблиці 1.1. 

Розглянемо випадок, коли півплощина послаблена двома круговими отвора-

ми радіуса 0.2r a  з центрами в точках із координатами , 1.5a r (рис. 2.9). 

y

x0 a

P

-a 0
.3

a

θ 0.2a θ 

 

Рис. 2.9. Схема задачі 

На рис. 2.10 наведено результати розрахунків відносних колових на-

пружень a P  на межі лівого отвору залежно від кутової координати, яку 

відраховуємо від самої правої точки отвору за годинниковою стрілкою. Кривій 1 

відповідає ізотропний матеріал, 2 – матеріал EF, 3 – матеріал ETF. 

 

Рис. 2.10. Відносні напруження на межі лівого отвору 

Із рис. 2.10 видно, що на межі отворів, розміщених біля кінців штампа, 

виникають значні стискальні напруження, які виявились найбільшими для 

матеріалу ETF. На отворах виникають також розтягувальні напруження, які є 

значно меншими за величиною. 

Досліджували напруження на межі отворів залежно від їх розміщення від-

носно штампа. Для цього розглядали випадок, коли центри отворів розміщено 
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в точках із координатами , 1.5ka r , якщо 0.8,0.9,...,1.2k . Розраховані від-

носні напруження на межі лівого отвору для ізотропного матеріалу наведено на 

рис. 2.11, де біля кривих вказано значення k . 

 

Рис. 2.11. Відносні напруження на межі лівого отвору для ізотропного 

матеріалу 

Аналогічні результати для матеріалів EF, ETF зображено на рис. 2.12 і 

рис. 2.13. 

 

Рис. 2.12. Відносні напруження на межі лівого отвору, матеріал – EF 

 

Рис. 2.13. Відносні напруження на межі лівого отвору, матеріал – ETF 
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Отже, анізотропія істотно впливає на розподіл напружень біля отворів. 

Найбільші стискальні напруження виявились біля кругових отворів малих роз-

мірів, розміщених біля кінців штампа й дещо зміщених до його центра. Найвід-

чутніше анізотропія вплинула на напруження для півплощини з матеріалу ETF. 

Розтягальні напруження на межі отворів виявились значно меншими, ніж 

стискальні. 

2.5. Напруження в півплощині з отворами за дії параболічного штампа 

2.5.1. Постановка задачі та приклади реалізації методики її вирішення 

Розглянута задача визначення напружень у півплощині з одним отвором 

із центром у точці ,c cx y , яка перебуває під дією параболічного штампа з раді-

усом закруглення у вершині R . Приймемо, що до штампа прикладені вертикаль-

на сила P  та момент M  (рис. 2.14). 

Для визначення напружень виходимо з інтегрального зображення (2.21), 

у якому: 

 2
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c d
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де 
2

2 c
c y

x
M x P

l R
, c  і d  – межі області контакту. 
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θ

a

R0

(xс,yс)

 

Рис. 2.14. Схема задачі 
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Для розв’язування цієї задачі додатково необхідно визначити межі області 

контакту c  і d , які є наперед невідомими. Їх знаходили з умови, що 

напруження, які відповідають потенціалам (2.21), є обмеженими. Тобто, для 

визначення цих величин маємо умови: 

 0y yc d . 

Для їх знаходження вводили величину 

 
2 2

, y yQ c d S c S d , 

де 

 1 12ReyS a a is a is , 

,  – потенціали (2.21),  – мале число. 

При числовому розв’язуванні задачі потенціали (2.21) замінялись наведе-

ними вище квадратурними формулами. Сталі c  і d  визначались із умови міні-

муму величини ,Q c d  при додаткових умовах (рівняннях) (2.23). Тобто, при-

йшли до відомої задачі на умовний екстремум, яка добре вивчена в розділі ма-

тематики – методи оптимізації. Для таких задач у комп’ютерних математичних 

пакетах розроблено стандартні програми, які апробовані й дозволяють проводити 

при відповідній адаптації розрахунки з заданою точністю. При цьому задава-

лось початкове наближення, за яке приймали межі для області контакту для 

суцільної півплощини: 

 cc x l , cd x l , 
2 P R

l , c

y

M
x

P
, 

y

M
R

P
. 

Розглянуто круговий отвір радіуса a  при 0cx , 1.5cy a , 1R a  (по-

становку задачі схематично наведено на рис. 2.15а). Приймемо, що заданий го-

ловний вектор і момент сил, які прикладені до штампа, дорівнюють P  і 0M . 

Розрахунки виконано за різних значень навантажень та радіусів основи 

штампа. Кривій 1 відповідає навантаження, при якому 0 200p  МПа, кривій 2 – 

0 300p  МПа, а кривій 3 – 0 400p  МПа. Штриховими лініями наведені контакт-

ний тиск під штампом (на рис. 2.15с ці криві збігаються із суцільними, тобто, в 

даному випадку отвір практично не впливає на контактні напруження при різних 

рівнях навантаження). 
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Рис. 2.15. Схема задачі (а), напруження на межі отвору (b) та під штампом (с) 

для ізотропного матеріалу 

На рис. 2.15с суцільними лініями наведено розрахований контактний тиск 

, який віднесений до величини 0p . Тут і далі 0p  – максимальний тиск під 

штампом у суцільній півплощині при заданому навантаженні P , причому ці 

величини пов’язані співвідношенням 

 
2

0 2

2

p R
P . 

На рис. 2.15b наведено віднесені до величини 0P P a  кільцеві напружен-

ня  залежно від кутової координати , яку відлічуємо від самої правої точки 

межі отвору за годинниковою стрілкою. Для всіх розглянутих навантажень від-

носні кільцеві напруження виявились однаковими (криві налягають). 

Розглянуто композитний матеріал графіт-епоксид, для якого пружні сталі 

наведено в таблиці 2.1 [154]. 

Таблиця 2.1 

  Пружні сталі 

 
11c  12c  13c  33c  66c  

Графіт-

епоксид 
14.92 6.92 6.44 160.7 7.07 

Скло-

епоксид 
14.93 6.567 5.244 47.27 4.745 
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Отримані результати розрахунків для випадку плоскої деформації наведе-

но графічно на рис. 2.16. 

 

Рис. 2.16. Напруження на межі отвору (а) і під штампом (b) для матеріалу 

графіт-епоксид, плоска деформація 

На рис. 2.17 для порівняння наведено результати розрахунків для цього ж 

матеріалу для випадку плоскої деформації (суцільні криві) та плоского напруже-

ного стану (ПНС – штрихові лінії), коли 0p 200 МПа і 0p 400 МПа (значення 

0p  вказано біля кривих на рис. 2.17b). Розраховані відносні напруження на межі 

отворів для двох розглянутих навантажень майже не відрізняються між собою. 

 

Рис. 2.17. Напруження на межі отвору (а) і під штампом (b) для матеріалу 

графіт-епоксид, плоска деформація – суцільні криві, ПНС – штрихові лінії 
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Розглянуто квадратний отвір із стороною a , вершини якого закруглені 

дугами кола радіуса 0.5a  (рис. 2.18). Віднесені до 0P  напруження на межі от-

вору при 0 200p  МПа наведено рис. 2.18а. Тут 0p  – максимальний тиск під 

штампом, який виникає у півплощині без отвору (при цьому 
2

00.5P p R , де 

 визначається через пружні сталі матеріалу). На рис. 2.18а вказано точки A  і 

B  з межі отвору, зображеного на рис. 2.18c. Кривим 1 відповідає випадок ізо-

тропного матеріалу, кривим 2 – матеріал бор-епоксид, коли y xE E . Кривими 2х 

зображено аналогічні результати для цього ж матеріалу при y xE E . Віднесений 

до величини 0p  тиск під штампом наведено на рис. 2.18b. 

Встановлено, що за малих радіусів закруглення основи штампа (при 1R a ) 

отвір практично не впливає на контактні напруження. Тобто, контактні напружен-

ня під штампом для ізотропного й композитних матеріалів для випадків плоскої 

деформації і ПНС можуть бути розраховані на основі точного розв’язку для 

суцільної півплощини. Введені відносні напруження на межі отвору також не 

залежать від прикладеного навантаження. З рис. 2.17 видно, що контактні на-

пруження під штампом у випадку плоскої деформації та ПНС також виявились 

близькими за величиною, як і розподіл відносних напружень на межі отвору. 

Тому далі розрахунки виконано для випадку ПНС, оскільки для нього в літера-

турі наведено пружні сталі для великої кількості композитних матеріалів. 

 

Рис. 2.18. Напруження на межі квадратного отвору з заокругленими  

кутами (а), контактний тиск під штампом (b) та схема задачі (с) 
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Із рис. 2.18 можна зробити висновок, що форма отвору істотно змінила 

характер розподілу напружень на межі отвору. Зокрема, максимальні розтягу-

вальні напруження виявились для композитного матеріалу з максимальною 

жорсткістю у горизонтальному напрямку. 

У всіх розглянутих випадках область контакту виявилась малою та отвір 

мало впливав на контактні напруження під штампом. В зв’язку з цим для 

розрахунку напружень біля отвору можуть бути використані простіші методи 

розрахунку. З цією метою розглянуто два наступних підходи. 

У першому визначався контактний тиск у суцільній півплощині p x . 

Приймалось, що до межі півплощини з отвором при c x d  прикладено на-

вантаження: 0xy , y p x . Далі розв’язувалась ця, більш проста задача, 

методом інтегральних рівнянь, знаходились напруження на межі отвору 
(1)

 та 

визначалась відносна похибка (1)

1 100 , де  – напруження на межі 

отвору, які знайдені за строгим підходом. 

У другому підході покладалось, що до межі півплощини в т. ,0
2

c d
 

прикладена вертикально сила P . Далі розв’язувалась ця задача методом інтег-

ральних рівнянь, знаходились напруження на межі отвору 
(2)

 та визначалась 

відносна похибка (2)

2 100 . На рис. 2.19 наведено графіки віднос-

них похибок на контурі квадратного отвору (див. рис. 2.18). 

 

Рис. 2.19. Відносні похибки для знайдених напружень наближеними підходами 
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З наведених даних видно, що обидва підходи дозволяють визначати на-

пруження на межі отвору з високою точністю (максимальна відносна похибка 

не перевищує 3%, причому вона виникає в областях, де напруження є малими 

за величиною). 

Проведено розрахунки для більших радіусів основи штампа. На рис. 2.20 на-

ведено результати розрахунків для різних матеріалів при 100R a , 0 400p  МПа 

за умови, що має місце ПНС. Кривим 1 відповідає випадок ізотропного матері-

алу, кривим – 2 матеріал бор-епоксид. Кривими x2  зображено аналогічні резуль-

тати для цього ж матеріалу, в якого максимальною є жорсткість у напрямку вісі 

Ох. Суцільними лініями на рисунку справа для порівняння зображено розподіл 

тиску в півплощині з отвором, а штриховими – у суцільній півплощині. 

 

Рис. 2.20. Напруження на межі отвору (a) і під штампом (b) для ізотропного 

матеріалу і композиту бор-епоксид 

Аналогічні результати розрахунків для випадку, коли центр кругового 

отвору зміщений наведено на рис. 2.21. 

Із рис. 2.20-2.21 видно, що за великих радіусів закруглення основи штампа 

розподіл контактних напружень у півплощині з отвором має складний характер 

і істотно відрізняється від напружень у суцільній півплощині. Максимальні кон-

тактні напруження досягаються на деякій відстані від центру області, причому 

вони найбільші для композитного матеріалу при y xE E . Характер розподілу 
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напружень на межі отвору має складний характер і його дослідження необхідно 

проводити для конкретних випадків. Зокрема, у разі симетричного розміщення 

отвору відносно штампа: максимальні стискувальні напруження виникають для 

композитного матеріалу при y xE E ; у випадку, коли x yE E , напруження ви-

явились найменшими; максимальні розтягувальні напруження виникають для ізо-

тропного матеріалу, а для композитних матеріалів ці напруження значно менші 

за величиною. При несиметричному розміщенні отвору розподіл напружень на 

межі отвору має аналогічний характер. Контактні напруження виявились макси-

мальними лівіше від центру області контакту. 

 

Рис. 2.21. Схема задачі (а), напруження на межі отвору (b) і під штампом (с) 

2.5.2. Перевірка достовірності запропонованої методики 

Проведено дослідження достовірності результатів, які отримано на основі 

розробленого алгоритму, що базується на інтегральних рівняннях зі строгим за-

доволенням умов контакту під штампом. З цією метою розглянуто ізотропну пів-

площину, послаблену круговим отвором радіуса r , з центром в т. 0.5 , 0.5r r

, радіус закруглення штампа 50R r , 0 2000p  МПа (тут вибрано велике значен-

ня 0p  з метою тестування алгоритму) (рис. 2.22а). Розраховані за розробленим 

алгоритмом відносні напруження на межі отвору наведено на рис. 2.23a су-

цільними лініями, а відносний контактний тиск під штампом – на рис. 2.23b, 

кривою 1 (кривою 0 зображено контактний тиск у суцільній півплощині). Далі 

розглянуто півплощину з отвором (без дії штампа) (рис. 2.22b) до межі якої в 
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знайденій області контакту ,c d  в точках jx c jh , 0,40j  прикладено зосе-

реджені сили 
j jY hp x , де p x  – знайдений контактний тиск, 40h d c . 

 

Рис. 2.22. Схема задачі 

Для розв’язування задачі використаємо модифіковані інтегральні рівнян-

ня (2.21), у яких допоміжні потенціали D

j , D

j  визначаються із розгляду пів-

площини із вільною від навантаження межею – формули (2.25)–(2.26). 

Для знаходження потенціалів D , D , які визначають прикладене 

навантаження до півплощини, і входять у зображення (2.21), розглянемо 

півплощину 0y , на межі якої в точках kx  прикладено зосереджені сили 

,k kX Y , 0,k M . Тоді на основі [12] для цього випадку потенціали 

Лехніцького будуть мати вигляд: 

 2
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M
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z

i s s z x
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 1
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k k
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k k

X s Y
z

i s s z x
. 

(2.31) 

Тоді для розглянуватого випадку D p , D p  при 0kX , 40M . 

Розраховані відносні напруження на межі отвору зображено крапками на 

рис. 2.23a. 
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Рис. 2.23. Напруження на межі отвору (а) і контактний тиск (b) для ізотропної 

півплощини 

Аналогічні результати для бор-епоксиду зображено на рис. 2.24. 

 

Рис. 2.24. Напруження на межі отвору (а) і контактний тиск (b) для бор-

епоксидної півплощини 
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різних інтегральних рівнянь) напруження на межі отвору є практично однако-

вими, що вказує на достовірність отриманих вище результатів. 

0 50 100 150 200 250 300 350

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

/P
0

-4 -2 0 2 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

x/a

/P
0

1

0

a b

0 50 100 150 200 250 300 350
-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

/P
0

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x/a

/P
0

1
0

a b



 
58 

2.6. Напруження біля тріщин у анізотропній півплощині за дії плоско-

го штампа 

У пружному тілі в околі штампа виникають стискувальні напруження і тоді 

береги тріщин, що розміщені біля штампа, контактують. Тому контактні задачі 

для тіл з тріщинами є достатньо складними в математичному відношенні. У лі-

тературі для спрощення таких задач, які в основному розглядались для ізотроп-

них матеріалів, найчастіше наближено приймають, що контактні напруження 

під штампом описуються за розподілом Герца [36, 38]. У строгій постановці кон-

тактна задача для плоского гладкого штампа для ізотропних пластинок розгляда-

лась у [38, 93]. Контактна задача для ізотропної півплощини для штампа криво-

лінійної форми без урахування контакту берегів тріщин розглянута у [104]. 

Широкий огляд виконаних досліджень для контактних задач стосовно до ізо-

тропних матеріалів наведено в [38]. 

Проведемо розв’язування цієї задачі для анізотропних матеріалів на основі 

модифікованих інтегральних рівнянь, за яких умови на прямолінійній межі пів-

площини, в тому числі під штампом, задовольняються тотожно. Аналогічний 

шлях на основі методу рядів використовувався для дослідження плоских контакт-

них задач теорії пружності для деяких форм ізотропних і анізотропних пластинок 

з отворами [50]. Запропонований підхід дозволяє істотно спростити алгоритм 

розв’язування контактної задачі, оскільки інтегральні рівняння при цьому запису-

ються тільки на кривих, на яких розміщені тріщини. Крім цього в такому під-

ході можуть бути безпосередньо використані методи розрахунку контактних 

напружень на берегах тріщин, які запропоновані в [78]. 

2.6.1. Постановка задачі 

Розглянемо анізотропну півплощину 0y , послаблену тріщинами, які 

лежать на кривих jL , 1,j J . Приймемо: півплощина вздовж межі 0y  при 

a x b  (область uL ) взаємодіє зі штампом, основа якого y f x  та межа 

поза штампом (область L ) вільна від навантаження; дотичні напруження під 

штампом відсутні; відомі головний вектор P  та момент сил M , прикладених 
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до штампа (рис. 2.25); береги тріщин контактують без тертя; прикладені до 

протилежних берегів тріщин зусилля поза ділянками контакту є однаковими й 

дорівнюють ,T T

x yP P  на лівому березі відносно вибраного обходу. 

y

x0
ba

L1
Lj

P M

( )y f x

 

Рис. 2.25. Схема задачі 

2.6.2. Інтегральні рівняння задачі відносно стрибків переміщень 

Для побудови загального розв’язку задачі спочатку розглянемо нескінчен-

ну область, що містить тріщини, береги яких не контактують. На основі [12] та 

теореми Коші для аналітичних функцій стосовно цього випадку для потенціалів 

Лехніцького маємо інтегральні зображення вигляду [12, 38] 

 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1, , S

L

z g z t g z t ds z , 

 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2, , S

L

z g z t g z t ds z , 
(2.32) 

де 1 ... JL L L , 
1 1

1 1

,
j

j

A
z t

t z
, 

2 2

2 2

,
j

j

B
z t

t z
, j jg dg ds , 1,2j , 

1g u u , 2g v v ; u , v  – граничні значення переміщень при підході 

до розрізу зліва і справа відносно вибраного напрямку, s  – дугова координата. 

Зазначимо, що функції 1g , 2g  – стрибки переміщень на берегах тріщини, які 

приймаються нульовими у її вершинах.  

Тут j jt s , , L  – точка, за якою проводиться інтегрування, ds  – ди-

ференціал дуги на кривій L , 1s z , 2s z  – потенціали для суцільної пластин-

ки, які відповідають прикладеним на нескінченності зусиллям та внутрішнім 

зосередженим силам. 
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2.6.3. Модифіковане інтегральне зображення 

Розглянемо випадок, коли пружна анізотропна пластинка займає задану 

область D  із вільною від навантаження межею або однорідними умовами (на-

приклад, на частині межі задані нульові переміщення, а решта межі – вільна від 

навантаження). Побудуємо інтегральні рівняння для такої пластинки з тріщинами 

таким чином, щоб умови на межі області D  виконувались автоматично. З цією 

метою спочатку побудуємо комплексні потенціали Лехніцького D

j ,
 

D

j  ( 1,2j ), 

які є розв’язком задачі теорії пружності для області D  з вибраними однорідни-

ми умовами на межі за умови, що ці функції мають такі особливості: 

 
1 1,0

~
jD

j

A

z z
, 

2 2,0

~
jD

j

B

z z
,

 

(2.33) 

де 1,0 0 1 0z x s y , 2,0 0 2 0z x s y , 0 0,x y D . 

Позначимо ці потенціали через 1,
D

j z T , 2 ,
D

j z T , де T  – точка з ко-

ординатами 0 0,x y . Тоді загальний розв’язок задачі теорії пружності (потенці-

али Лехніцького) для області D з тріщинами набуде вигляду [12, 173]: 

 1 1 1 1 2 1 2 1[ , , ]D D

D

L

z z T g s z T g s ds z , 

 2 1 2 1 2 2 2 2[ , , ]D D

D

L

z z T g s z T g s ds z ,

 

(2.34) 

де 1 1 1

P

D D Dz z z , 2 2 2

P

D D Dz z z , T  – точка , , за якою 

проводиться інтегрування. Тут потенціали 
D

, 
D

 та P

D
, P

D
, – розв’язки 

задач теорії пружності для області D  з однорідними граничними умовами за дії 

прикладених до пластинки на нескінченності зусиль (для обмежених пластинок 

ці потенціали дорівнюють нулеві) або зосереджених сил відповідно. 

За побудовою, потенціали (2.34) тотожно задовільняють задані умови на 

межі області D  за довільних функцій 1g , 2g . 

Підставивши співвідношення (2.34) у граничні умови, отримуємо інтег-

ральні рівняння для знаходження 
1g s , 

2g s  для випадку тріщин, береги яких 

не контактують, у вигляді: 
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 1 1 2 2, ,
L

g s Q Z T g s Q Z T ds Q Z , Z L , (2.35) 

де 
T DQ Z Q Z Q Z ; ,jQ Z T  – вектор напружень Lq  у точці Z  з коор-

динатами ,x y  на кривій L , який визначається за формулою (2.34) через ком-

плексні потенціали 
1 2, , ,D D

j jz T z T , 1,2j ; 
DQ Z  – вектор напружень, 

що відповідає потенціалам 1 2,D Dz z , T+ YT TQ X i . 

Наприклад, 

 1 1 1 1 1 1, , ,D D

j j jQ Z T s i z z T s i z z T  

 2 2 2 2 2 2, ,D D

j js i z z T s i z z T , 1,2j . 

Інтегральні рівняння (2.35) розв’язано методом механічних квадратур [9, 

12, 105]. Урахування контакту берегів проведено на основі розгляду відповід-

ної задачі квадратичного програмування [78]. 

2.6.4. Результати розрахунків 

Розглянемо півплощину 0y , послаблену тріщиною, у яку при l x l  

втискається без тертя плоский штамп. Приймемо, що головний вектор і момент 

сил, які прикладені до штампа рівні P  і M . 

Розглянемо детальніше випадок, коли тріщина прямолінійна, півдовжина 

її a , нахилена під кутом  до вісі Ох, координати центру ( , )c cx y . (рис. 2.26). 
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Рис. 2.26. Схема задачі 

Під час знаходження коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) IIK  врахо-

вуємо контакт берегів тріщин. Функції D  і D , які входять у зображення (2.34), 



 
62 

визначаються через наведені вище потенціали для контактної задачі, що отримані 

для суцільної півплощини, коли до штампа прикладена вертикальна сила P  і 

момент M . 

Горизонтальні тріщини. Розрахунки величини IIK  виконані для випадку, 

коли тріщина горизонтальна і розміщена симетрично відносно центру штампа 

при 0M , відносних значеннях довжин тріщин 0.05,0.1,0.25,0.5,0.75,1a l . Резуль-

тати розрахунків відносної величини maxII IIF B F B  ( II
II

K B l
F B

P
) 

залежно від відносних відстаней тріщин h l  ( ch y ) для ізотропного матеріалу 

наведено на рис. 2.27, на якому біля кривих вказано значення a l . Тут прийнято 

точкою B  вважати праву вершину тріщини (відповідно ліву – позначають через 

точку A). Максимальні значення величини 
IIF B  при вибраних вище віднос-

них значеннях довжин тріщин відповідно дорівнюють: 0.00049, 0.0014, 0.0055, 

0.016, 0.03, 0.049. 

 

Рис. 2.27. Відносні КІН для горизонтальної тріщини в ізотропній пластинці 

Розраховані для ізотропного матеріалу КІН при 0.05,0.25a l  збігаються 

із відповідними даними роботи [38], які отримані іншим методом. 

Аналогічні результати для матеріалу LU, коли напрямок із максимальною 

жорсткістю матеріалу паралельний до осі Оу або осі Ох наведено на рис. 2.28-
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2.29. Тут і далі для випадків, коли напрямок з максимальною жорсткістю нахиле-

ний під деяким кутом до осі Оу, то біля назви матеріалу будемо вказувати цей 

кут нахилу у вигляді індексу. 

 

Рис. 2.28. Відносні КІН для горизонтальної тріщини в пластинці з матеріалу LU 

 

Рис. 2.29. Відносні КІН для горизонтальної тріщини в пластинці з матеріалу 

LU90 

На рис. 2.30-2.36 наведено результати розрахунків безпосередньо значень 

відносних КІН IIF  для матеріалів EF та ETF, які мають незначну анізотропію 

власивостей та істотно анізотропних матеріалів CF2 та CF1. 
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Рис. 2.30. Відносні КІН IIF  для ізотропного матеріалу 

 

Рис. 2.31. Відносні КІН IIF  для матеріалу EF 

 

Рис. 2.32. Відносні КІН IIF  для матеріалу ETF 
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Рис. 2.33. Відносні КІН IIF  для матеріалу ETF90 

 

Рис. 2.34. Відносні КІН IIF  для матеріалу CF2 

 

Рис. 2.35. Відносні КІН IIF  для матеріалу CF1 
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Рис. 2.36. Відносні КІН IIF  для матеріалу CF190 

Розраховані значення величин max IIF B  у правій вершині для розгляну-

тих матеріалів наведено в таблиці 2.2. 

Таблиця 2.2. 

 Максимальні значення величини ( )IIF B  для горизонтальної тріщини 

a l  0.05 0.1 0.25 0.5 0.75 1 

Ізотропія 0.00049 0.0014 0.0055 0.016 0.03 0.049 

LU 0.00011 0.0003 0.0012 0.0037 0.0081 0.019 

LU90 0.00036 0.001 0.0041 0.012 0.026 0.055 

EF 0.0002 0.0009 0.0035 0.01 0.021 0.038 

ETF 0.0003 0.0009 0.0036 0.011 0.0205 0.037 

ETF90 0.0003 0.0014 0.0052 0.015 0.03 0.054 

CF2 0.00011 0.00025 0.0011 0.003 0.006 0.0017 

CF1 0.00005 0.00015 0.0012 0.0003 0.002 0.001 

CF190 0.0003 0.0012 0.0046 0.014 0.03 0.069 

На основі проведених розрахунків випливає, що для тріщин, які паралель-

ні до межі півплощини та вісі ортотропії паралельні координатним осям: 

- анізотропія істотно впливає на розподіл напружень біля тріщин; 

- КІН IIK  є найменшими у випадку, коли жорсткість матеріалу максималь-

на у вертикальному напрямку; 

- для всіх розглянутих матеріалів максимальні значення КІН IIK  є най-

більшими для ізотропного матеріалу, при цьому ці величини зменшуються у 

разі збільшення мірі анізотропії. 
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Для композитних матеріалів при контакті берегів тріщин біля вершин 

КІН IK  виявилися відмінними від нуля [173]. Отримані результати узгоджу-

ються із розв’язками іншими методами аналогічних КЗ [173]. 

Вертикальні тріщини. Результати розрахунків відносних КІН 
IIF  для 

випадку вертикальної тріщини у нижній вершині при 0.05,0.25a l  для ізо-

тропної пластинки наведено на рис. 2.37а. Тут суцільним кривим відповідають 

значення 0.2by l , а штриховим – 0.5by l , де by  – координата верхньої 

вершини тріщини. Аналогічні результати для верхньої вершини наведено на 

рис. 2.37b. Наведені тут результати практично збігаються із графіками, які 

отримані в [38]. Зазначимо, що в [38] розрахунки проведено для штампа, який 

не повертається. 

 
Рис. 2.37. Відносні КІН для вертикальної тріщини при 0.2by l  (суцільні 

лінії) та 0.5by l  (штрихові лінії). Нижня вершина – (а), верхня – (b) 

Аналогічні результати для матеріалів LU, LU90, у нижній вершині тріщини 

наведено на рис. 2.38а та рис. 2.39а. Тут суцільним кривим відповідає від-

ношення 0.2by l , а штриховим – 0.5by l , де by  – координата верхньої 

вершини тріщини. Аналогічні результати для верхньої вершини наведено на 

рис. 2.38b та рис. 2.39b. 
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Рис. 2.38. Відносні КІН для вертикальної тріщини при 0.2by l  (суцільні 

лінії) та 0.5by l  (штрихові лінії). Нижня вершина – (а), верхня – (b) 

 

Рис. 2.39. Відносні КІН для вертикальної тріщини при 0.2by l  (суцільні 

лінії) та 0.5by l  (штрихові лінії). Нижня вершина – (а), верхня – (b) 

Із наведених рисунків видно, що найбільші КІН IIK  для вертикальних 

тріщин досягається для тріщин, що розміщені біля краю штампа, причому біля 

ближчої до межі вершини тріщини вони є дещо більшими за величиною. Для 

всіх розглянутих випадків значення КІН IK  виявились набагато меншими, ніж 

КІН IIK , тому їх не наводимо. 
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2.7. Напруження у півплощині біля параболічного штампа та тріщин 

Розглянута задача визначення напружень у ізотропній півплощині з тріщи-

нами, яка перебуває під дією гладкого параболічного штампа. Дослідження ви-

конано за враховання контакту берегів тріщин. Поставленій проблемі в літера-

турі присвячена значна кількість робіт, детальний огляд яких наведено в [38]. 

Однак, у них, як правило, умови контакту під штампом задовольнялись наближе-

но – наперед задавався герцівський розподіл контактних напружень або прий-

мались певні допущення. Крім цього, в більшості робіт не враховувався контакт 

берегів тріщин. 

Розглянемо півплощину 0y  із тріщинами, що взаємодіє при x c a  

із штампом, до якого прикладена вертикальна сила P  та момент M  

(постановку задачі схематично зображено на рис. 2.40). 
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Рис. 2.40. Схема задачі 

Будемо розглядати штамп, що має параболічну форму, і який перед наван-

таженням дотикається до півплощини в початку координат. У процесі наван-

таження центр штампа може зміститись у горизонтальному напрямку на деяку 

величину c . Позначимо через R  – радіус вершини основи штампа. 

Для розв’язування задачі використаємо розроблений вище алгоритм, 

який ґрунтується на методі інтегральних рівнянь. Позначимо 0a  – півдовжина 

ділянки контакту розглядуваної задачі у випадку відсутності тріщини (для 

суцільної півплощини). Величина 0a  визначається за формулою 
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де G  – модуль зсуву,  – стала, введена Мусхелішвілі [87]. 

Розглянуто прямолінійну тріщину з центром у точці ,c cx y  і півдовжи-

ною l , що нахилена під кутом  до осі Ох, перед втисканням центр штампа зна-

ходиться в початку координат, момент прикладених сил до штампа відносно 

цієї точки прийнято рівним нулю. Під час знаходження КІН врахувано контакт 

берегів тріщин. 

Приймемо відомою величину 0a . Далі всі величини віднесемо до неї. Роз-

раховані відносні контактні напруження під штампом 0 ya P  при відносній 

довжині 0 1d l a , куті нахилу тріщини 0 , 0cx , 0 1.1cy a  наведено 

на рис. 2.41 кривою 1. Розміри області контакту видно з рисунка. На цьому ж 

рисунку кривою 1  зображено відносні контактні напруження на берегах тріщи-

ни 0T na P . Значення відносних КІН IIK  у вершинах тріщини наведено над 

графіком, при цьому КІН 0IK . Для порівняння порівняння наведено наближе-

ний розв’язок поставленої задачі, в якому контактні напруження під штампом 

були задані наперед. Наближено вони приймалися такими, які виникають під 

штампом у суцільній півплощині (тобто були задані герцівським розподілом). 

Тут вони будуть наведені кривою 2, а кривою 2  позначатимемо відповідні від-

носні контактні напруження на берегах тріщини. 

 

Рис. 2.41. Відносні КН та КІН за дії штампа при 0  

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

1

2

C = (0 , -1.1 );    d = 1;      = 0 
0

K = (-0.0762 , 0.0762 );   K 
G

 = (-0.0783 , 0.0783 )

x/a
0

1'

2'



 
71 

На рис. 2.41, крім кута повороту , величини 0 0,c cC x a y a , наведено 

також значення відповідних КІН IIK  у лівій та правій вершинах тріщини (для ви-

падку розподілу 1  позначено через K , а для 2  – через GK ). Зазначимо, що ана-

логічним чином будуть розглянуті різні випадки нахилу тріщини та її зміщення. 

Зафіксувавши величину C , розглянемо випадки нахилів тріщини при на-

ступних значеннях кута повороту : 30 , 45 , 60  та 90 . Відповідні від-

носні контактні напруження під штампом та на берегах тріщини будуть наведе-

ні на рис. 2.42–2.45. 

 

Рис. 2.42. Відносні КН та КІН при 30  

 

Рис. 2.43. Відносні КН та КІН при 45  
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Рис. 2.44. Відносні КН та КІН при 60  

 

Рис. 2.45. Відносні КН та КІН при 90  

Аналогічні результати для зсунутої тріщини при 0 0.5cx a  та нахилів на 

кути : 90 , 60 , 45 , 30 , 0 , 30 , 45 , 60  наведено на рис. 2.46–2.53. 

 

Рис. 2.46. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 90  
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Рис. 2.47. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 60  

 

Рис. 2.48. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 45  

 

Рис. 2.49. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 30  
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Рис. 2.50. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 0  

 

Рис. 2.51. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 30  

 

Рис. 2.52. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 45  
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Рис. 2.53. Відносні КН та КІН для зсунутої тріщини при 60  

Для всіх вищерозглянутих випадків мав місце контакт берегів тріщин в 

околі вершин. З наведених вище результатів розрахунків відносних КІН та КН 

під штампом випливає, що лише при симетричному розташуванні вертикальної 

тріщини відносно центра штампа ефективним буде підхід, у якому застосову-

ють наперед заданий розподіл Герца (називатимемо цей підхід наближеним). 

Для випадків горизонтальних тріщин наближений підхід дає порівняно не-

значну похибку. У інших більш складніших випадках розташування тріщини 

розподіли відносних КН під параболічним штампом суттєво відрізняються від 

герцівського розподілу, а тому у тиких задачах застосування наближеного під-

ходу для обчислення КІН на практиці може призвести до значних похибок. 

2.8. Напруження біля висвердлених отворів у околі вершин тріщин 

Для зупинки тріщин у околі їх вершин висвердлюють отвори, переважно 

кругової форми. При циклічних навантаженнях на межі отвору часто виникають 

нові мікротріщини, що призводить до подальшого росту тріщини. Причиною 

їх росту є високі напруження, які виникають на межі отвору напроти основної 

тріщини. Виконаємо дослідження концентрації напружень на межі отворів із 

крайовою тріщиною та КІН залежно від їх форми й довжини тріщини. Такі дос-

лідження дозволять оцінити можливість регулювати концентрацію напружень 

формою отворів. Питанням дослідження напружень біля отворів із тріщинами 

в літературі присвячено значна кількість робіт [103, 105]. Однак у цих роботах 

основна увага спрямовувалась на дослідження напружень біля вершин тріщин. 

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

1

2

C = (0.5 , -1.1 );    d = 1;      = 60 
0

K = (-0.1477 , -0.1355 );   K 
G

 = (-0.1615 , -0.1624 )

x/a
0

1'

2'



 
76 

2.8.1. Постановка задачі 

Розглянемо пластинку з отвором, яка знаходиться під дією прикладеного 

навантаження на нескінченності. Приймемо, що отвір послаблений крайовою 

прямолінійною тріщиною довжиною L , межа отвору та береги тріщини вільні 

від навантаження. 

2.8.2. Результати розрахунків 

Розрахунки виконано стосовно пластинки з отворами наступних форм: 

1), 2) квадрата із стороною a  та закругленими вершинами у його кутах з 

радіусами: 0.25R a  і 0.5R a  (рис. 2.54а); 

3) знайденого в [12] отвору оптимальної форми, біля якого виникає низь-

кий рівень напружень (рис. 2.54b); 

4) кругового з радіусом R ; 

5) межа отвору близька до перетину кіл (рис. 2.54с). 

Приймемо, що ці отвори послаблені крайовими тріщинами довжиною L 

(рис. 2.54) та пластинка розтягується в напрямку осі Оу зусиллями yP . Зазначи-

мо, що для вибраних отворів без тріщин коефіцієнти концентрації напружень 

(ККН) для отворів 1)–4) рівні відповідно: 3.38, 2.94, 2.24 та 3. 

 

Рис. 2.54. Форми отворів з тріщинами. 

Розраховані відносні КІН I I yF K P L  для отворів із тріщинами за-

лежно від довжини тріщини зображено на рис. 2.55а кривими 1-5. 

Знайдені ККН для цих отворів із тріщиною зображено на рис. 2.55b криви-

ми 1-5. Кривими 1  і 3  зображено значення відносних напружень на отворі в 

точці на осі Ох, протилежній тріщині для закругленого квадрата при 0.25R a  

та оптимального отвору. 

a b c
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Рис. 2.55. Значення КІН (а) та ККН (b) для отворів різної форми залежно від 

відносної довжини тріщини 

На основі виконаних розрахунків можна зробити висновки: при малих 

довжинах тріщин найменші КІН на квадратних отворах, за винятком отвору, 

зображеного на рис. 2.54c. При відносних відстанях 0.4L a  КІН для всіх 

отворів близькі між собою. Руйнування для випадків отворів з номерами 1)-3) 

розпочинатиметься в точках напроти тріщини, які віддалені від осі Ох (оскіль-

ки тут досягаються найбільші напруження). Для цих же отворів напруження в 

точці на межі, що лежить на осі Ох напроти тріщини є меншими за величиною – 

криві 1 і 1  та 3 і 3  на рис. 2.55b. 

Таким чином, для отворів, близьких за формою до кругового, значення 

ККН виявились найменшими для оптимального отвору (рис. 2.54b), причому 

при збільшенні розмірів тріщини ефективність цього отвору в порівнянні із 

іншими формами отворів не зменшується. У зв’язку з цим, для загальмовування 

тріщини доцільно створювати оптимальний отвір (рис. 2.54b), на якому най-

менша ймовірність виникнення нових тріщин. 

2.9. Розрахунок на контактну міцність композитних елементів конс-

трукцій 

2.9.1. Розрахунок на міцність області біля отворів 

Проведемо розрахунок прикладених до штампа зусиль, за яких напружен-

ня біля отворів не перевищують допустимих значень. 

a b
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Будемо виходити із критерію міцності Гофмана, який широко використо-

вується для оцінки міцності пластинок [163]. Розглянемо плоский зразок прямо-

кутної форми, що виготовлений із композитного матеріалу, що перебуває під 

дією двостороннього розтягу та зсуву. Позначимо напруження, що виникають 

у зразку через 1 , 2 , 12  (рис. 2.56). Зазначимо, що напруження 1  діють у на-

прямку, в якому жорсткість матеріалу є максимальною. 

 

Рис. 2.56. Напруження в композитному матеріалі 

На основі критерію міцності Гофмана випливає, що руйнування зразка 

почнеться, якщо має місце умова [163]: 

 
2 2 2
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1 2 2
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1c t c t

c t c t c t c t c t

X X Y Y
f

X X X X Y Y X X Y Y S
, (2.36) 

де ,t tX Y  – граничні значення для напружень за одновісного розтягу зразка 

вздовж першої і другої осей, ,c cX Y  – аналогічні величини при стиску, які є 

від’ємними, 12S  – граничні значення дотичних напружень для зразка, який 

знаходиться при чистому зсуві. 

Підкреслимо, що формула (2.36) є справедливою для випадку, коли в 

напрямку 1 жорсткість матеріалу є більшою, ніж в напрямку 2. Тобто, функція 

f  є критеріальною, на основі якої може бути виконано розрахунок на міцність 

(при досягненні цією функції значення 1 прогнозується початок руйнувань). 

Пружні сталі та граничні значення напружень для чотирьох характерних 

композитних матеріалів наведено в таблиці 2.3 [163]. 
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Таблиця 2.3. 

Пружні сталі та величини у формулі (2.36) 

Величини 
Скло- 

епоксид 

Бор- 

епоксид 

Графіт- 

епоксид 

Кевлар-

епоксид 

1E , ГПа 54 207 207 76 

2E , ГПа 18 21 5 5.5 

12  0.25 0.3 0.25 0.34 

12G , ГПа 9 7 2.6 2.1 

tX , МПа 1035 1380 1035 1380 

tY , МПа 28 83 41 28 

12S , МПа 41 124 69 44 

cX , МПа 1035 2380 689 276 

cY , МПа 138 276 117 138 

Приймемо, що напруження в пластинці пропорційно зростають за умови 

збільшення навантаження й визначаються параметром навантаження m, при 

цьому напруження можуть бути зображені у вигляді 1 1mS , 2 2mS , 

12 12mT , де 12S , 12T  – відомі величини. Знайдемо допустимі значення на-

пружень, тобто максимальне значення параметра навантаження m. Його зна-

йдемо з рівняння 

2 1 0Am Bm , 

де 

2 2 2

1 1 2 2 12

2

12c t c t c t

S S S S T
A

X X X X Y Y S
, 

1 2
c t c t

c t c t

X X Y Y
B S S

X X Y Y
. 

Звідси знайдемо, що 

 
2

2

1

2 4

B B
m

A A A
. (2.37) 

Проведемо розрахунки на міцність пластинок із отворами. Розглянемо 

півплощину 0y  з отворами, в яку, якщо 0y , a x a , втискається без 

тертя плоский штамп. Приймемо, що головний вектор і момент сил, які при-

кладені до штампа, дорівнюють P  і 0M . 
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Розрахунки виконано для бор-епоксидної півплощини з круговим отвором 

радіуса r a  з центром у точці із координатами (0, 3 )a  (постановку задачі 

схематично зображено на рис. 2.57а). На рис. 2.57b наведено результати роз-

рахунків відносних колових напружень 0P  ( 0P P a ) на межі отвору 

залежно від кутової координати, яку відлічуємо від самої правої точки отвору за 

годинниковою стрілкою. Суцільній кривій 2 відповідає випадок, коли жорсткість 

матеріалу є максимальною в вертикальному напрямку, а 2  – в горизонтальному. 

 
Рис. 2.57. Схема задачі (a), розподіл напружень та значення критеріальної 

функції на межі отвору (b), матеріал – бор-епоксид 

Для знаходження граничного навантаження, яке може бути прикладено 

до штампа знайдено напруження на межі отвору 12S , 12T , які виникають при 

1P a . Далі на основі формули (2.37) знайдено значення величини m для всіх 

точок на межі отвору і серед них вибрано мінімальне. Таким чином знайдено 

допустимі значення навантаження для півплощини: 

- maxP a 491.7 МПа – для випадку, коли жорсткість максимальна у вер-

тикальному напрямку; 

- maxP a 536 МПа – для випадку, коли жорсткість максимальна у гори-

зонтальному напрямку. 
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На рис. 2.57b штриховими лініями наведено значення критеріальної 

функції f , яку отримали поклавши maxP P . Видно, що в обох випадках руйну-

вання починатиметься при кутах дещо більших за 180  і в симетричній їй 

точці відносно осі Оу (в цих точках 1f ). 

Аналогічні результати розрахунків для скло-епоксидної півплощини на-

ведено на рис. 2.58. 

 

Рис. 2.58. Розподіл напружень та критеріальної функції на межі отвору, 

матеріал – скло-епоксид 

Знайдені допустимі значення навантаження: 

- maxP a 158.9 МПа – для випадку, коли жорсткість максимальна в вер-

тикальному напрямку; 

- maxP a 225 МПа – для випадку, коли жорсткість максимальна в гори-

зонтальному напрямку. 

Виконано розрахунки граничних навантажень та кутів , за яких вони 

досягаються при різних відстанях центру отвору від штампа. Результати роз-

рахунків для скло-епоксидного, бор-епоксидного, графіт-епоксидного і кевлар-

епоксидного матеріалів наведено в таблицях 2.4–2.7. 
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 Таблиця 2.4. 

Скло-епоксид 

 y xE > E  y xE < E  

cy a   maxP a   maxP a  

-2.75 202 162.4 216 203.3 

-3 

270 

158.9 
214 

225.0 

-3.25 155.5 247.2 

-3.5 157.0 
212 

269.7 

-3.75 161.2 292.3 

-4 167.3 

210 

315.2 

-4.25 174.5 338.0 

-4.5 182.6 361.0 

-4.75 191.4 
208 

384.2 

-5 200.7 407.2 

 

 Таблиця 2.5. 

Бор-епоксид 

 y xE > E  y xE < E  

cy a   maxP a   maxP a  

-2.75 192 462.3 
194 

496.6 

-3 

190 

491.7 536.0 

-3.25 520.4 
192 

574.8 

-3.5 548.4 613.4 

-3.75 576.0 

190 

651.9 

-4 603.2 690.0 

-4.25 630.0 728.2 

-4.5 656.6 766.6 

-4.75 682.9 
188 

804.8 

-5 709.0 842.8 
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 Таблиця 2.6. 

Графіт-епоксид 

 y xE > E  y xE < E  

cy a   maxP a   maxP a  

-2.75 

182 

126.3 202 286.8 

-3 133.4 200 311.9 

-3.25 140.3 198 336.8 

-3.5 147.0 
196 

361.5 

-3.75 153.6 386.1 

-4 160.0 

194 

410.6 

-4.25 166.3 435.0 

-4.5 172.4 459.5 

-4.75 178.4 
192 

483.8 

-5 184.4 508.2 

 Таблиця 2.7. 

Кевлар-епоксид 

 y xE > E  y xE < E  

cy a   maxP a   maxP a  

-2.75 

182 

86.2 214 243.8 

-3 91.3 212 267.2 

-3.25 96.2 210 290.6 

-3.5 101.0 208 313.8 

-3.75 105.7 206 337.0 

-4 110.3 204 359.9 

-4.25 114.9 
202 

382.8 

-4.5 119.3 405.5 

-4.75 123.7 200 428.0 

-5 128.1 198 450.6 

Прийнято, що центр кругового отвору радіуса a  розміщений у т. 0, ma  

при 2.75,3,...,4.75m . На рис. 2.59 зліва наведено результати розрахунків від-

несених до кільцевих напружень на межі отвору 0P P a  для скло-епоксидної 
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півплощини, жорсткість максимальна у вертикальному напрямку. Кривим 1-5 – 

відповідають значення 2.75, 3.25, 3.75, 4.25, 4.75m . На рис. 2.59 справа на-

ведено розраховані напруження наближено: розглядалась суцільна півплощи-

на, коли до її межі прикладено нормальні зусилля, які виникають під штампом. 

 

Рис. 2.59. Відносні напруження на межі отвору: (a) – строгий розв’язок, (b) – 

контактні напруження на основі розгляду суцільної півплощини 

На рис. 2.60 наведено розраховані напруження на межі отвору при роз-

гляді півплощини, до межі якої в початку координат прикладена нормально 

зосереджена сила Р. 

 

Рис. 2.60. Відносні напруження на межі отвору під час дії зосередженої сили 

Розраховані граничні навантаження (значення сил, при яких починається 

руйнування на межі отвору) для розглянутих трьох випадків наведено в табли-

ці 2.8. 
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 Таблиця 2.8. 

Значення сил, при яких починається руйнування на межі отвору 

 Сила Штамп Набл. шт. 

cy a   maxP a   maxP a   maxP a  

-2.75 220 167.27 216 203.3 216 200.6 

-3 218 191.97 
214 

225.0 
214 

223.3 

-3.25 216 216.6 247.2 246.0 

-3.5 
214 

241.3 
212 

269.7 
212 

268.8 

-3.75 265.7 292.3 291.7 

-4 
212 

290.2 

210 

315.2 

210 

314.8 

-4.25 314.5 338.0 337.6 

-4.5 

210 

338.9 361.0 360.8 

-4.75 363.0 
208 

384.2 
208 

384.0 

-5 387.3 407.2 407.0 

Як видно із рис. 2.59–2.60 та таблиці 2.8, для розрахунку напружень на 

межі отвору для всіх розглянутих випадків може бути застосований наближе-

ний підхід, у якому розглядається півплощина з отвором, коли до її межі на 

місці дії штампа прикладено зусилля, які виникають під штампом у суцільній 

півплощині. В той же час заміна штампа дією зосередженої сили може приз-

вести до значних похибок у розрахунках. 

2.9.2. Розрахунок на контактну міцність 

Проведемо розрохунки на міцність областей пластинки, які прилягають 

до штампа. 

Розглянемо випадок, коли дотичні напруження під штампом відсутні. 

Тоді під штампом 2Rex yF x , де 
1 2 x ys s E E . Позначимо 

максимальний тиск під штампом через 0p , тоді для матеріалу під штампом за 

максимальної жорсткості в горизонтальному напрямку в умові (2.36) маємо 

2 0p , 1 0p , 12 0 . Підставляючи їх в умову (2.36) отримуємо рівняння 

для допустимого тиску під штампом 

2

0 0 1Ap Bp , 
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де 
2 1

c t c t

A
X X Y Y

, c t c t

c t c t

X X Y Y
B

X X Y Y
, причому тут 1. 

Для матеріалу під штампом при максимальній жорсткості в вертикаль-

ному напрямку в умові (2.36) маємо 1 0p , 2 0p , 12 0 , при цьому 

21

c t c t

A
X X Y Y

, c t c t

c t c t

Y Y X X
B

Y Y X X
, 1. 

Враховуючи, що 0B , 0A  отримуємо граничне значення для контакт-

них напружень: 

2

0 2

1

2 4

B B
p

A A A
. 

Результати розрахунків граничних значень для контактного тиску в су-

цільній півплощині для наведених в таблиці 2.3 матеріалів наведено в таблиці 2.9. 

 Таблиця 2.9. 

Граничні значення для контактного тиску 

Величини 
Скло-

епоксид 

Бор-

епоксид 

Графіт-

епоксид 

Кевлар-

епоксид 

x yE < E  238.1 887.5 590.3 363.7 

x yE > E  137.5 282.7 91.7 97.8 

2.10. Висновки до другого розділу 

У розділі розглянуто контактні задачі для ортотропної півплощини з от-

ворами й тріщинами. Для визначення НДС використано модифіковані інтег-

ральні рівняння, за яких умови на межі півплощини, в тому числі й під штампом 

задовольняються тотожно. Розв’язки типу Гріна, через які записуються ядра 

рівняння, знайдено з використанням методу Мусхелішвілі. Для розв’язування 

отриманих інтегральних рівнянь використано метод механічних квадратур. 

Детально досліджено концентрацію напружень у ортотропній півплощині 

з отворами, яка перебуває під дією плоского штампа. Розв’язування цієї задачі 

спрощується, оскільки при цьому виникає інтегральне рівняння тільки від не-

відомих функцій на межі отворів. Виконано дослідження напружень біля круго-

вого отвору, залежно від їх розміщення та механічних характеристик матеріалу. 
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Розглянуто також отвори квадратної форми з закругленими вершинами та сис-

тему двох отворів. 

Розглянуто випадок дії на півплощину параболічного штампа. Задача зна-

ходження меж області контакту зведена до задачі оптимізації, в якій ключова 

функція формується на основі розв’язків модифікованих інтегральних рівнянь. 

Виконано дослідження контактних напружень під штампом та на межі отворів 

залежно від форми штампа розміщення отворів та механічних характеристик 

матеріалу. 

Наведено модифіковані інтегральні рівняння для навантаженої штампом 

півплощини з тріщинами. Рівняння розв’язувались чисельно з використанням 

квадратурних формул Лобатто [12, 58]. Під час розв’язування задачі врахову-

вався контакт берегів тріщин. Виконано дослідження КІН для випадку плоско-

го та параболічного штампа. Показано, що отримані для ізотропного матеріалу 

результати узгоджуються із відомими в літературі даними. 

Проведено дослідження, які підтверджують достовірність розрахунків за 

розробленим алгоритмом. З цією метою розглянуті задачі паралельно розв’язу-

вали за відомим у літературі алгоритмом для першої основної задачі, в якому 

приймалось, що до півплощини з отвором прикладено зусилля, які дорівнюють 

знайденому контактному тиску. 

На основі знайдених напружень виконано розрахунок допустимих наван-

тажень на штамп, за яких забезпечується міцність зон концентрації напружень 

(біля отворів і штампа). При розрахунках виходили з критерію міцності 

Гофмана, у якому враховано: нормальні та дотичні напруження, різниця в їх 

граничних значеннях під час розтягу і стиску. Зокрема, встановлено, що для 

забезпечення допустимих напружень біля отвору прикладені до штампа макси-

мальні зусилля для армованих у горизонтальному напрямку матеріалів вияви-

лись вищими, ніж за армування в вертикальному напрямку. 

Виконано також розрахунок граничних зусиль, за яких напруження в 

околі штампа задовольняють умову міцності. 
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РОЗДІЛ 3  

НАПРУЖЕННЯ БІЛЯ ОТВОРІВ, ТРІЩИН ТА ШТАМПІВ У 

КОМПОЗИТНІЙ ПІВПЛОЩИНІ ЗА ВРАХУВАННЯ ТЕРТЯ 

 

У розділі розглянуто контактні задачі для композитних півплощин із 

отворами та тріщинами, які мають загальні механічні анізотропні характерис-

тики. Розроблений алгоритм може також бути застосований і для ортотропних 

матеріалів, коли їх головні напрямки не паралельні до межі півплощини. Також 

додатково прийнято, що під штампом має місце тертя. 

Основні результати цього розділу опубліковані в працях [79, 76]. 

3.1. Контактна задача для анізотропної суцільної півплощини за 

врахування тертя 

Розглянемо анізотропну півплощину 0y , яка навантажена в області 

uL c x d  штампом з основою y f x . Приймемо, що напруження під 

штампом задовольняють умови: 
d

y y

c

x dx P , 
d

y

c

x x dx M , P  і M  – сила 

та момент, що прикладені до штампа. Приймемо, що границя поза областю 

контакту (область L ) вільна від навантаження, відома проекція yP  головного 

вектора сил на вісь Оу, та момент М, прикладених до штампа. Під штампом має 

місце тертя, причому тут 
xy yk , де k – коефіцієнт тертя, який далі приймаємо 

сталим. 

Зазначимо, що контактна задача для суцільної півплощини при загальній 

анізотропії розв’язана за допомогою методу інтегральних рівнянь у роботі 

Галіна [21]. Нижченаведений більш повний розв’язок цієї задачі методом 

спряження, який використовувся Мусхелішвілі під час розгляду ізотропних ма-

теріалів. Отриманий розв’язок записаний у вигляді, який дає можливість також 

у простому вигляді побудувати ядра інтегральних рівнянь, які базуються на 

розв’язках типу Гріна. 
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Граничні умови для знаходження комплексних потенціалів Лехніцького, 

що визначені при 0y , запишуться у вигляді: 

 1 2Re 0s x s x , (3.1) 

 Re 0x x , при x L , (3.2) 

 1 2Re 0s k x s k x , 

 1 22Re q x q x f x , при ux L , (3.3) 

 2

11 12 16j j jp a s s , 
12 22 26/j j jq s s . 

На основі [21] потенціали можуть бути зображені у вигляді: 

 2

2 1

S
z F z

S S
, 1

2 1

S
z F z

S S
, (3.4) 

де 
j jS k s , F z  – аналітична при 0y  функція. 

Напруження та переміщення на межі півплощини на основі формул (3.1)–

(3.4) через функцію F  визначаються за формулами: 

 2Rex F x , 2Rey F x , 2 Rexy yk F x k , 

 2Rev F x , 

де 

 2 1 1 2 22
12 22 26

2 1 1 2 1 2

1 1S q S q
k

S S s s s s
, 

1 2 1 2s s k s s . 

Під час використання зображення (3.4) умова 
xy yk  виконується авто-

матично всюди на межі півплощини. 

Тоді умова (3.3) при ux L  запишеться у вигляді: 

 2Re F x f x . (3.5) 

Вимагаючи, щоб при x L , 0y
 маємо умову 

 Re 0F x . (3.6) 

Легко перевірити, що при x L  також виконується умова 0xy
. 

Знайдемо функцію F z  методом лінійного спряження [87]. Для цього 

продовжимо її, поклавши при 0y  F z F z . Тоді умови (3.5) і (3.6) 

перепишуться у вигляді: 
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 0F F , при x L ; 

 1F gF f x , при ux L , 

де /g , 1 /f x f x . 

На основі [87] звідси знаходимо зображення функції F  у вигляді: 

11 1

2 2

d d

c c

f t X t dt f t X t dtC C
F z

iX z t z X z t z X zi X z
, (3.7) 

де 
1

X z z c z d , причому X gX , 
ln

2

g

i
, C  – довільна дійсна 

стала. 

Для визначення сталої C , врахуємо те, що у випадку, коли до межі 

півплощини прикладено навантаження з рівнодійною ,X Y , то потенціали 

Лехніцького z  будуть [21] 

 2 2
1

1 2 1 1 2 1

1 1 1
~

2 2

X s Y S Y
z

i s s z i s s z
,  

 1 1
2

1 2 2 1 2 2

1 1 1
~

2 2

X s Y S Y
z

i s s z i s s z
. 

Звідси випливає, що для розглядуваної контактної задачі при z  

 
1

~
2

Y
F z

i z
. 

Тоді в розв’язку (3.7) маємо 2C P i . 

Таким чином для F  отримуємо наступне представлення 

 
1

22

d
y

c

Pf t X t dt
F z

t z iX zi X z

 
 

1

2 2

d
y

c

f t X t dt P

i X z t z iX z
. 

(3.8) 

Тут враховано 
1

e e /i iX t X t X t X t . 

Контактні напруження знаходяться за формулою 

 2Rey F .  
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Знайдемо момент M  сил, які виникають під штампом при отриманому 

розв’язку (3.7) відносно початку координат. Він визначається за формулою 

 2Re MM F , 

де 
d

M

c

F tF t dt . 

Для знаходження величини MF  врахуємо: 

 
11

d d d

c c c

zF z dz t F F dt g tF dt t f dt , 

де  – замкнений контур, який вміщує відрізок ,c d , інтегрування вздовж 

якого проходить за годинниковою стрілкою. 

Звідси 

 
1

1 1

1 1

d

M

c

F zF z dz t f dt
g g

. 

Далі будуть виникати інтеграли вигляду: 

 
d

c

I s t X t dt , 
1

d

c

s t dt
I

X t
, 

які також аналогічно [87] можна звести до знаходження контурних інтегралів 

 
1

1
I s t X t dt

g
, 

1
1

s t dtg
I

g X t
. (3.9) 

де s z  – аналітична функція. 

Ці контурні інтеграли можуть бути обчислені за допомогою методу 

лишків, якщо врахувати розклади в ряди Лорана при z : 

 
2 3

2 3
1 2

...
l D l D

X z z lD
z z

, 1

2

1 1
...

lC

X z z z
, (3.10) 

де 1 1
cx

D d
l

, 2 2D d , 2
3 3

cd x
D d

l
, 1 1C D , 

2c

d c
x , 

2
d c

l , 

1 1 2d , 
2 2 1d , 3

2
1 2 1

3
d . 

Для знаходження контурного інтегралу врахуємо, що при z : 
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1 12

1 1
...

2

d

y

c

P
F z lC P f t X t dt

i z z
. 

Тоді використовуючи теорему про лишки знаходимо: 

 

1

1

1

1 1

d

y d

c
M

c

lC P f t X t dt

F tf dt
g g

. 

Звідси отримуємо: 

 1

2

1
2Re Im

d

M

c

M F lC P f t X t dt

 
 1

2

sin
d

c

lC P f t X t dt . 

(3.11) 

Тут враховано: 

 
1

e ei iX x X x X x , e iX gX X x , 

де 
1

X x x c d x . 

Приклади: 

а) Розглянемо випадок плоского штампа, що повертається на кут , до 

якого прикладено вертикальну силу yP . Тоді покладаючи в (3.8) f , 

отримуємо для функції F  

 
22 1

y

A

PX t dt
F z

t z iX zi g X z
 

1 1

2

1 1 .
2 2 21

yPz lD P z lD

X z iX z i X z iX zg
 

(3.12) 

Момент знаходимо за формулою (3.11): 

 
2

1 1 22

2 2

Re
2

y yM lC P X z dz lC P l D . (3.13) 

Тут враховано, що 2

22Xdz il D . 

З цієї формули може бути визначений кут повороту у випадку, коли 

заданий момент M, який прикладено до штампа: 
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2 1

2

2

yP lC M

l D
. (3.14) 

Звідси для контактних напружень отримаємо 

 1

2

sin
2Re 0 .y A yF x i P lD x

X x
 

Наведені напруження при 0  (саме такий випадок розглянуто в [ 21]) 

збігаються з наведеними в [21] співвідношеннями.  

Звідси, зокрема, для випадку ізотропного матеріалу маємо: 

 22
1a

E
, 12a

E
, 26 0 , 1s i , 2s i , 

 22
12 22

1 2 1 2

1 21 1 k i
k

s s s s E
, 2

2

E
,  

та при c l , d l : 
1 1 2C , 

2 2 1D . 

З формули (3.14) отримаємо 

 
2

1 2

1

yP l M

E l
. 

Цей розв’язок збігається з наведеними в [87] співідношеннями для ізо-

тропної задачі. 

б) Розглянемо випадок параболічного штампа, коли xf
R

, до якого 

прикладена сила P , де кут повороту штампа, R  – радіус закруглення. Тоді 

 
1

22
u

y

B

L

Pt R X t dt
F z

t z iX zi RX z

 
 

22 2

1 1 2

2

1

2

yP R
z lD R z lD R l D

z R
i R X z

. 

(3.15) 

Момент знаходимо за формулою (3.11): 

2

1 1 2 2 32 2

2 2

1
Re 2

2 2
y y

l
M lC P z R X z dz lC P D R lD

R R
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2

1 2 3

2

y

l
lC P D R lD

R
. 

Тут враховано, що 2

2 32z R Xdz il RD lD . 

З цієї формули може бути визначений кут повороту у випадку, коли 

заданий момент, який прикладено до штампа: 

 2
2 1 32y

R
D R M lC P lD

l
. (3.16) 

Розглянемо випадок, коли область контакту невідома. Використаємо 

заміну cz x . Тоді з (3.15) отримуємо 

 

2 2

1 1 2 2

2 0

/1

2 ( )

y

B

ld ld l d P R
F

i R X
, 

де cx R , 1

0( ) ( ) ( )X l l . 

Область контакту знаходимо з умов обмеженості напружень при l , 

які набувають вигляду: 

 1 0ld , 
2 2

1 2 2 / 0yl ld l d P R . 

До цих рівнянь долучаємо взаємозв’язок між моментом і поворотом 

штампа 

 2
2 1 32y

R
d M lC P ld

l
.  

Із цих рівнянь отримуємо 

 1ld , 
2

2 1

P R
l , 1

3
c

y

M d
x l

P
, 14

3y

M d
R l

P
. (3.17) 

Тоді 

 
2 2 2 2

12

2 0 0

1

2 4 1

y

B

Pl l
F z ld

i R X i l X
. 

Тут враховано, що: 
1 1 2d , 

2 2 1d , 3

2
1 2 1

3
d . 

 
2

2

1

2 1

yP

R l
. 
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Тоді контактні напруження під штампом будуть мати вигляд: 

 
2 2 2 2

2 2

0 0

2 sin1
Re

4 1 2 1

y y

y

P Pl l

l i X l X
 

 
1

2

sin

2 1
yP l l

l
, 

де cx x . 

З умови екстремуму знаходимо, що максимальні за величиною контактні 

напруження досягаються при 1 2l , при цьому 

 
1 1

02

sin sin
max 2 1 1

2 1
y y yP l P p

l l
. 

Тобто, максимальний тиск під штампом буде визначатись за формулою 

 
0

yP
p g

l
, 

sin

1
g . (3.18) 

Тобто, максимальний тиск визначається через параметр . Графік функції 

g  наведено на рис. 3.1. 

 

Рис. 3.1. Графік функції g  

Враховуючи, що при 0 1: 

 
2

1g , 

отримаємо, що максимальні напруження змінюються в межах 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

g
(

)
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2

y

P P

l l
, (3.19) 

причому найменше значення досягається при 0.5 , тобто при коефіцієнті 

тертя 0k . 

Приймемо, що відомий максимальний тиск під штампом 0p . Визначимо 

сумарну силу, яка прикладена до штампа. Для цього врахуємо, що 

 0P p l g  та 0 2

2 1

p R
l

g
. 

Тоді отримаємо взаємозв’язок виду: 

 
2

0 20
22 1

y

p Rp l
P

g g
. (3.20) 

Контактний тиск може бути переписаний у вигляді: 

 0 /y p U l , 

де 

 

1

1

1 1
( )

2 1

x x
U x , 

причому при l l максимального значення функція U досягає при 

1 2l  і дорівнює 1. 

Основна функція має вигляд: 

 
10 1 2 1 1

4 1
B

p
F z

i g
, (3.21) 

де cz x l . 

3.2. Дислокаційний розв’язок для анізотропної півплощини, що 

знаходиться під дією плоского штампа за врахування тертя 

Для знаходження потенціалів, які входять у інтегральне зображення (2.21) 

необхідно визначити потенціали, які мають задані особливості: 

 1

1 1,0

~
A

z
z z

, 2

2 2,0

~
B

z
z z

, 

коли під штампом (у області uL ) похідна від переміщень v  та 0xy yk , 

поза штампом межа не навантажена, головний вектор та момент сил, прикладе-
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них до штампа дорівнюють нулю (із останньої умови визначається незадана 

стала ). 

Тут A , B , ,0jz  – довільні комплексні сталі, причому 
,0Im 0jz , 1,2j . 

Розв’язок задачі зобразимо у вигляді сум: 

 
1 2z z z , 

1 2z z z , 

де функції 1 , 1  є потенціалами для півплощини з вільною межею, що мають 

задані особливості (вони визначаються за формулами (2.25), 
2 z , 

2 z  – 

корегувальний розв’язок. 

Функції 
2 z , 

2 z  знаходимо з умови, що відповідні їм напруження і 

нормальні переміщення v на межі задовольняють умови: 1v v , 0xy yk  

в області uL , 0y
, 0xy

 в області L , 1 1v dv dx , 1v  – нормальні пере-

міщення, які відповідають потенціалам 1 , 1 . 

Похідна від переміщень при ux L , яка відповідає потенціалам 1 , 1 , 

буде 

 1 1 1 2 1 0 02Re 2Rev R x q x q x x x , 

де 1 1 1 2 2q q q , 2 1 1 2 2q q q , 

 1 2
1

1

s s
, 2 2

1

1

s s
, 1 1

2

1

s s
, 1 2

2

1

s s
, 1 2 1s s . 

Після перетворень маємо: 

 1 1 2 1 2
22 1

1 21 1 2

( )( )s s s s s

s ss s s
, 1 2 2 2 1

22 2

1 22 1 2

( )( )s s s s s

s ss s s
, 

 
1,0 2,0 1,0 2,0

A B A B
R x

x z x z x z x z
, 

де A A , 2B B . 

Тоді потенціали 2 , 2  є розв’язком контактної задачі для півплощини 

при f R  за умови, що головний вектор і момент сил, прикладених до 

штампа дорівнюють нулю. На основі (3.4), (3.8) маємо: 
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 2
2 2

2 1

S
z F z F z

S S
 

 1
2 2

2 1

S
z F z F z

S S
 

(3.22) 

де функція 2F  відповідає f R  і на основі (3.8) буде мати вигляд: 

 
2

0

1

2

d

c

R t X t dt
F z

t zi X z
, 

а функція F , яка відповідає випадку f , визначається за формулою (3.12) 

при 0P . 

Функція 2F  визначається за формулою 

 2 1,0 2,0 1,0 2,0

1
, , , ,F z A W z z B W z z AW z z BW z z

X z
, 

де 

 
1 ( )

,
2

d

c

X t dt
W z c

i t z t c
. 

Використовуючи метод лишків, знаходимо 

 
1 1

, 1
2 1 1

X t dt X z X c
W z c

i g t z t c g z c
. 

Далі розглядається випадок, коли Re 0A B . Тоді 

 2 1,0 2,0 1,0 2,0

2

, , , ,
2

i
F z A w z z B w z z Aw z z B w z z

X z
, 

де 

 ,
X z X c

w z c
z c

. 

Знайдемо момент, який відповідає потенціалам 2 , 2  на основі 

формули (3.11) 

 2 2

2 2

1 1
Im Re

2

d

c

M R t X t dt R z X z dz  

 2 1,0 2 2,0 2 1,0 2 2,02

2

1
Re 2

2
i A H z B H z A H z B H z  
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 2 1,0 2 2,0

2

2
Re A H z B H z , 

де 

 2 1

1

2

X t
H z dt X z z lD

i t z
. 

Тобто 

 
2 0 1,0 0 2,0

2

2
ReM A w z B w z , 

де 0( ) ( )w z X z z . 

Щоби забезпечити відсутність навантаження, прикладеного до штампа, в 

розв’язку (3.12), (3.13) для F  покладемо 2M M , 0P . Звідси отримуємо 

 2 1

2

2

1
M i z lD

F z
l D X z

. 

Зазначимо, що 

 1 2
1

1 22

i s s
A

s s
,

 
1 1B A , 2

2

1 22

i s
A

s s
, 1

2

1 22

i s
B

s s
. 

3.3. Розрахунок напружень у півплощині з отворами під час дії 

плоского штампа за врахування тертя 

Розглянемо півплощину 0y  з отворами, в яку, якщо 0y , a x a , 

втискається з тертям плоский штамп. Приймемо, що головний вектор і момент 

сил, які прикладені до штампа, дорівнюють P  і 0M . 

Для знаходження потенціалів 
j

D  та 
j

D , 1,2j , які входять в інтеграль-

не зображення (2.21), знайдемо згідно особливості, яка задається залежностя-

ми (2.20). При цьому шукану функцію F z  будемо задавати у представленні 

(3.12). А момент для даної постановки шукатимемо за формулою (3.13). Роз-

рахунки виконано для склопластику, механічні характеристики якого наведено 

в таблиці 1.1. 

Розглянуто випадок (постановку задачі схематично наведено на рис. 3.2а), 

коли скло-епоксидна півплощина послаблена круговим отвором, коефіцієнт 

тертя під штампом становить 0.5k . 
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Рис. 3.2. Схема задачі (а), відносні напруження на межі отвору (b) та 

контактний тиск (c) для скло-епоксидної півплощини 

На рис. 3.2b наведено результати розрахунків відносних колових на-

пружень 0P  ( 0P P a ) на межі отвору залежно від кутової координати, яку 

відлічуємо від самої правої точки отвору за годинниковою стрілкою. Кривим 1 

відповідає випадок, коли 
y xE E , а кривим 1  – 

x yE E . Крапками наведено для 

порівняння розподіл відносних напружень за умови відсутності тертя. 

Відносний контактний тиск під штампом 0p p  ( 0p P a ) наведено на 

рис. 3.2с. Тут додатково наведено відносний контактний тиск для випадку су-

цільної півплощини – крива 0. 

Аналогічні результати для матеріалу бор-епоксид наведено на рис. 3.3. 

 

Рис. 3.3. Відносні напруження на межі отвору (а) та контактний тиск (b) 
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Із рисунків видно, що врахування тертя неістотно змінює напруження на 

межі отвору, особливо для матеріалів із x yE E . Дещо більше впливає тертя на 

розподіл контактних напружень під штампом для матеріалів із y xE E . 

Аналогічні результати для скло-епоксидної півплощини у випадку, коли 

отвір зсунутий (рис. 3.4а) наведено на рис. 3.4. 

 

Рис. 3.4. Схема задачі (a), відносні напруження на межі зсунутого отвору (b) та 

контактний тиск (с) для скло-епоксидної півплощини 

Видно, що для зсунутого вправо отвору тертя також неістотно вплинуло 

на розподіл напружень на межі отвору і більше змінює контактні напруження. 

На рис. 3.5 наведено результати розрахунків для скло-епоксидної пів-

площини у випадку, коли отвір зсунутий вліво і його центр розміщено в точку 

0.5 , 2.5a a . 

 

Рис. 3.5. Відносні напруження на межі зсунутого вліво отвору (а) та 

контактний тиск (b) для скло-епоксидної півплощини 
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Із наведених графіків видно, що для зсунутого вліво отвору (в напрямку 

дії горизонтальної сили, що прикладена до штампа) тертя більш істотно впливає 

на напруження в півплощині. 

Розглянуто отвір еліптичної форми (рис. 3.6а). Розраховані відносні на-

пруження наведено на рис. 3.6. 

 

Рис. 3.6. Схема задачі (а), відносні напруження на межі еліптичного отвору (b) 

та контактний тиск (с) для скло-епоксидної і бор-епоксидної півплощин 

Для істотно анізотропного матеріалу (бор-епоксид) при відстанях центру 

еліптичного отвору від межі півплощини, менших за 4a , в центральній 

частині штампа починається відлипання. 

Виконано розрахунки для випадку, коли отвір має квадратну форму з 

півстороною a  із закругленими вершинами (рис. 3.7а), центр отвору розміщу-

но в точках , 2ma a  при 0, 0.5, 1m . Результати розрахунків відносного 

тиску під штампом для ізотропної пластинки при 0.2k  наведено на рис. 3.7b, 

на якому біля кривих вказано значення параметра m . На рис. 3.7с наведено 

відносні кільцеві напруження на межі отвору. Тут на кривих вказано точки 

1 8,...,A A , які розміщені на межі (рис. 3.7а). 
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Рис. 3.7. Схема задачі (а), тиск під штампом (b) та відносні кільцеві 

напруження на межі отворів (с) у ізотропній півплощині залежно від 

розміщення штампа 

Аналогічні результати розрахунків для бор-епоксиду наведено на рис. 3.8. 
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Рис. 3.8. Відносні контактний тиск під штампом (а) та кільцеві напруження на 

межі отворів (b) у бор-епоксидній півплощині залежно від розміщення штампа 

3.4. Напруження в анізотропній півплощині з отворами за дії пара-

болічного штампа та врахування тертя 

3.4.1. Постановка задачі та приклади реалізації методики її вирішення 

Виконано дослідження напружень у півплощині з одним отвором із 

центром у точці ,c cx y , яка перебуває під дією параболічного штампа з раді-

усом закруглення у вершині R  за врахування тертя. Тут прийнято, що центр 

основи штампа до навантаження розташований в початку координат, і до ньо-

го прикладені сила P  та момент M . 
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Проведено дослідження напружень на межі отворів та під штампом при 

малих радіусах закруглення основи штампа (при 1R a ). Аналогічно, як і у 

випадку відсутності тертя (див. розд. 2), область контакту виявилась малою, а 

тому отвір мало впливав на контактні напруження під штампом. В зв’язку з 

цим контактні напруження під штампом для ізотропного й композитних 

матеріалів для випадків плоскої деформації і ПНС можуть бути розраховані на 

основі точного розв’язку для суцільної півплощини. Тому для розрахунку на-

пружень біля отвору можуть бути використані простіші методи розрахунку, 

наприклад, шляхом заміни штампа зосередженою силою. Нижче розглянуто 

контактні задачі при великих радіусах закруглення основи штампа. 

Розрахунки виконано для півплощини з круговим отвором радіуса a , при 

50R a  і 0.5k  для випадку ізотропного матеріалу залежно від рівня прикладе-

ного навантаження (рис. 3.9). Приймемо, що 0M . На рис. 3.9с кривій 1 від-

повідає віднесений до 0p  контактний тиск, який виникає при 0 200p  МПа, 

кривій 2 – 0 400p  МПа. Штриховими лініями наведені контактний тиск під 

штампом у суцільній півплощині. Тут і далі 0p  – максимальний тиск під штампом 

у суцільній півплощині при заданому навантаженні Р, причому ці величини 

пов’язані співвідношенням (3.18) у вигляді: 
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Рис. 3.9. Схема задачі (а), напруження на межі отвору (b) та під штампом (с) 

для ізотропного матеріалу 
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На рис. 3.9а наведено віднесені до величини 0P P a  кільцеві напружен-

ня  залежно від кутової координати , яку відлічуємо від самої правої точки 

межі отвору за годинниковою стрілкою. 

Видно, що контактний тиск істотно залежить від рівня прикладених до 

штампа зусиль, в той же час відносні напруження на межі отвору виявились 

близькими при різних навантаженнях. 

Розглянуто композитний матеріал графіт-епоксид, для якого пружні сталі 

наведено в таблиці 2.1. 

Отримані результати розрахунків при 0 200p  МПа, 50R
a

 для випад-

ку плоскої деформації наведено графічно на рис. 3.10 суцільними кривими 2. 

Аналогічні дані для випадку ПНС – штриховими лініями 1. 

 

Рис. 3.10. Напруження на межі отвору (а) і під штампом (b) для матеріалу 

графіт-епоксид, плоска деформація і ПНС 

З рис. 3.10 видно, що контактні напруження під штампом у випадку 

плоскої деформації та ПНС близькі за величиною, як і розподіли відносних 

напружень на межі отвору. Тому далі розрахунки виконано для випадку ПНС, 

оскільки для нього в літературі наведено значення пружних сталих для великої 

кількості композитних матеріалів. 
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Розраховані напруження при 50R a , 0cx , 1,5cy a , 0 200МПаp , 

та 0.5k  для ізотропного матеріалу наведено на рис. 3.11 кривими 1, а для 

бор-епоксиду – кривими 2 (коли y xE E ) і кривим 3 (коли x yE E ). 

 

Рис. 3.11. Напруження на межі квадратного отвору (а) і під штампом (b) для 

ізотропного матеріалу і композиту бор-епоксид 

Із рис. 3.11 видно, що розподіли контактних напружень під штампом істот-

но залежать від матеріалу. Найменшою виявилась область контакту для ізотроп-

ного матеріалу. Напрямок армування істотно змінює і характер розподілу 

контактних напружень: вони є максимальними біля лівої межі області контакту 

при y xE E  і біля правої межі – при x yE E . Також найбільшими виявились на-

пруження на межі отвору в ізотропній півплощині, причому вони є розтягуваль-

ними. 

3.4.2. Перевірка достовірності підходу 

Проведено дослідження достовірності результатів, які отримано на основі 

розробленого алгоритму, що базується на інтегральних рівняннях, за яких строго 

задовольняються умови контакту під штампом. З цією метою розглянуто бор-

епоксидну півплощину, послаблену круговим отвором; 0 400p  МПа. Тут ви-

брано велике значення 0p  з метою тестування алгоритму (постановку задачі 

схематично зображено на рис. 3.12d). Розраховані за розробленим алгоритмом 
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відносні напруження на межі отвору при y xE E  наведено на рис. 3.12а суцільни-

ми лініями, а відносний контактний тиск під штампом – на рис. 3.12b кривою 0 

(кривою 1 зображено відповідний контактний тиск у суцільній півплощині). На 

рис. 3.12с наведено розраховані похідні від нормальних переміщень під штампом, 

які знайдено на основі методу інтегральних рівнянь. Далі розглянуто півплощину 

з отвором (без дії штампа), до межі якої в знайденій області контакту uL  в точках 

jx c jh , 1,40j  прикладено зосереджені сили (рис. 3.13b) 
j jY hp x , 

j jX kY , де p x  – знайдений контактний тиск, 
40

d c
h . Розраховані відносні 

напруження на межі отвору зображено на рис. 3.13а крапками. 

 

Рис. 3.12. Напруження на межі отвору (а), контактний тиск (b), похідна від 

переміщень (с) та схема задачі (d) 

Аналогічні результати при x yE E  зображено на рис. 3.13. 

y

x

P

1
.5

a

θ

a

10a0

kP



 
109 

 

Рис. 3.13. Напруження на межі отвору (а), контактний тиск (b) та похідна від 

переміщень (с) для бор-епоксидної півплощини при x yE E  

Розглянуто випадок, коли розподіл контактних напружень має складний 

вигляд. Для цього прийнято, що круговий отвір має радіус r. При чому деякі 

вхідні параметри даної КЗ віднесені до нього: 0.4cx r , 2cy r , 0.2k , 

10R r  (постановку задачі схематично зображено на рис. 3.14а). 

 

Рис. 3.14. Схема задачі (а), напруження на межі отвору (b) і контактний  

тиск (с) для матеріалу ЕТФ 

y

x

P

2
a

θ

a

10a0

kP
M

0.4a

b

a

c

ba c



 
110 

Розраховані відносні величини для матеріалу ETF (для якого 

12.5xE  МПа, 29.6yE  МПа) за повним алгоритмом наведені суцільними 

лініями на рис. 3.14b, c. Далі розглядалась півплощина, яка навантажена 

зосередженими силами, які замінюють контактні напруження. Розраховані 

відносні напруження і тиск зображено крапками при 20 вузлових точках і 

штриховими лініями – при 10 вузлових точках. 

Із наведених рисунків видно: похідні від нормальних переміщень під 

штампом описуються прямими, що вказує на те, що умови контакту задовольня-

ються; знайдені різними підходами (на основі різних інтегральних рівнянь) на-

пруження на межі отвору є практично однаковими. Наведені результати вказу-

ють на достовірність отриманих вище результатів. 

3.5. Напруження біля крайових тріщин у анізотропній півплощині за 

дії плоского штампа та врахування тертя 

3.5.1. Постановка задачі 

Розглянемо анізотропну півплощину 0y , послаблену тріщиною (вона 

має центр у точці ,c cx y , півдовжину a  та кут нахилу до вісі Ох ), на яку при 

l x l  втискається плоский штамп за врахування тертя. Приймемо, що го-

ловний вектор і момент сил, які прикладені до штампа рівні P  і M (постановку 

задачі схематично зображено на рис. 3.15). 
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Рис. 3.15. Схема задачі 
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Під час знаходження КІН враховуємо контакт берегів тріщин. Функції 

D , D , які входять в зображення (2.21), визначаються через наведені вище 

потенціали для контактної задачі, що отримані для суцільної півплощини, коли 

до штампа прикладена сила P  і момент M . 

3.5.2. Гладкі штампи 

Розрахунки виконані для випадку, коли тріщина вертикальна при 0M , 

півдовжина тріщини 0.5a l  (рис. 3.16а). Результати розрахунків відносних 

величин I IF lK P  (криві 1) та II IIF lK P  (криві 2) при відсутності 

тертя залежно від абсциси центру тріщини для ізотропного матеріалу наведено 

на рис. 3.16b. Штриховими лініями тут наведено розраховані КІН без урахува-

ння контакту берегів тріщин. 

Зазначимо, що розрахунки виконувались при значеннях центрів тріщин 

1.5 , 1.4 ,...,1.5cx a a a  наносились відповідні результати (крапки) на графіках 

і далі через ці крапки проводились прямі. Тобто значення КІН на графіках 

будуть достовірними саме за вказаних розміщень тріщин. 

 

Рис. 3.16. Схема задачі (а) та відносні КІН у ізотропній півплощині (b) 

Для ізотропного матеріалу за врахування контакту берегів тріщин КІН 

0IK . Тому з рис. 3.16b видно, що при всіх розміщеннях тріщин, за винятком 

розміщених біля кінців штампа, мав місце контакт берегів тріщин. КІН IIK  

виявились максимальними під штампом в околі кінців на відстані 0.2a . 
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Аналогічні результати для бор-епоксидної півплощини наведено на 

рис. 3.17a при y xE E та на рис. 3.17b – при x yE E . 

 

Рис. 3.17. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині: (а) – y xE E , (b) – x yE E  

Видно, що за врахування контакту берегів тріщин КІН 0IK , КІН IIK  

виявились максимальними для тріщин, розміщених біля кінців штампа. Для 

бор-епоксидного матеріалу при x yE E  КІН виявились значно більшими, ніж 

при y xE E . 

3.5.3. Урахування тертя під штампом 

Аналогічні розрахунки виконано за врахування тертя під штампом. На 

рис. 3.18а наведено розраховані відносні КІН для бор-епоксидної півплощини 

при y xE E  та на рис. 3.18b при x yE E . У всіх цих випадках прийнято, що 

коефіцієнт кулонівського тертя 0.5k . 

З рис. 3.18 видно, що тертя істотно змінило не лише значення, а і характер 

розподілу КІН. В обох випадках КІН є максимальними для тріщин, що роз-
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міщені в околі правого кінця штампа, при цьому вони можуть досягати вели-

ких значень. 

 

Рис. 3.18. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині за врахування тертя при

0.5k : (а) – y xE E , (b) – x yE E  

3.5.4. Нахилені вісі ортотропії 

Розглянуто нахилені під кутом 45  до додатної півосі Ох за відсут-

ності тертя тріщини. На рис. 3.19 наведено відносні КІН у бор-епоксидній пів-

площині при y xE E . 

 

Рис. 3.19. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, 45  
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Аналогічні результати при куті повороту тріщини до додатньої півосі Ох 

135  наведено на рис. 3.20. 

 

Рис. 3.20. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, 135  

Виконано розрахунок КІН для випадку, коли кут між межею півплощини 

й напрямком із максимальною жорсткістю (або армувальними елементами) 

складає 30 , тертя відсутнє, тріщини перпендикулярні межі, результати 

яких зображено на рис. 3.21. Видно, що при даному куті нахилу до напрямку з 

максимальною жорсткістю матеріалу максимальні КІН виникають уже для 

тріщин, що лежать близько до середини області контакту. 

 

Рис. 3.21. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, 135 , 30  

Порівнюючи дані рис. 3.17 і рис. 3.20–3.21 можна зробити висновок, що 

нахил тріщин істотно змінює характер розподілу КІН та їх значення. Зокрема, в 
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останньому випадку за контакту берегів тріщин виникають також значення КІН 

IK . Максимальними виявились КІН IIK  біля одного з кінців штампа, залежно 

від напрямку армування матеріалу. 

3.5.5. Вплив довжин тріщин 

Наведемо розраховані КІН при різних значеннях довжин тріщин та при 

0k  для бор-епоксидного матеріалу. На рис. 3.22 наведено результати при 

a l , а на рис. 3.23 – при 0.25a l . 

 

Рис. 3.22. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, y xE E , a l  

 

Рис. 3.23 Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, y xE E , 0.25a l  

З рис. 3.22–3.23 видно, що за взаних вище характеристик відносні КІН 

зростають при зменшенні довжин тріщин. 
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При розрахунках приймемо, що у бор-епоксидній півплощині, тріщина 

нахилена під кутом 45  і її півдовжина 0.5a l . Відповідні результати 

наведено на рис. 3.24. 

 

Рис. 3.24. Відносні КІН у бор-епоксидній півплощині, 45 , y xE E , 

0.5a l  

Видно, що максимальними виявились КІН для тріщин, що розміщені біля 

правого кінця штампа. 

Таким чином, вище виконано дослідження КІН для тріщин з урахування 

контакту їх берегів. Встановлено характерні особливості розподілу напружень 

біля вершини крайової тріщини залежно від їх розміщення, нахилу, довжини, 

напрямків армування матеріалу. 

Розглянуто півплощину, яка взаємодіє із плоским штампом. Опишемо 

випадок, коли півплощина виготовлена із крихкого матеріалу. Відомо, що в 

околі кінців штампа виникають тріщини, які в процесі навантаження зроста-

ють. В [44] теоретично показано, що біля кінців штампа x a  виникають 

тріщини під кутом 109.5  до вісі Ох. У цій роботі експериментально 

встановлено, що ці тріщини підростають практично вздовж прямих. Проведені 

дослідження напружень біля крайової тріщини, яка виникла біля правого x a  

краю довжиною l  залежно від кута нахилу тріщини за врахування контакту 

берегів. Результати розрахунків відносних КІН 2II IIF aK P  для ізотропного 
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матеріалу для різних довжин тріщин наведено на рис. 3.25, на якому біля 

кривих вказано значення відносних довжин l a . 

 

Рис. 3.25. Розподіл КІН для нахиленої крайової тріщини 

Із наведених на рис. 3.25 даних видно, що максимальні КІН мають місце 

за нахилу тріщини 110 ~ 100 . Розрахунки показали, що КІН 0IK . Тобто, 

мікротріщина, яка виникла біля штампа й нахилена під кутом 109.5  буде 

підростати за механізмом зсуву вздовж прямої, що узгоджується із експери-

ментальними даними [44]. Із рис. 3.25 видно, що для збільшення довжини 

тріщини необхідно монотонно збільшувати значення сили, яка прикладена до 

штампа. 

3.6. Наближений підхід до визначення напружень біля штампів і 

тріщин у анізотропній півплощині за врахування тертя 

Відомо, що в області контакту штампів із пружними тілами виникають 

високі напруження. Тому тут, як правило, зароджуються і розвиваються 

крайові тріщини під різними кутами щодо межі тіла. Під час розгляду під-

шипників, у яких ролики контактують із біговою доріжкою, має місце багато-

разове навантаження відносно тріщин, які вже з’явилися раніше, тобто тут 

будуть мати місце повторні навантаження. Тому тріщини, що зародились на 
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початкових стадіях, будуть розвиватися за втомним механізмом. У розрахун-

ках необхідно також врахувати контакт берегів тріщин та тертя під штампом, 

яке може суттєво впливати на напруження. 

Під час визначення напружень у тілах, які контактують із штампами, як 

правило, тіло моделюють півплощиною, штамп приймають параболічним, 

враховують контакт берегів тріщин [38]. Однак, для спрощення приймають, 

що розподіл напружень під штампом описується за відомою формулою Герца, 

яка справедлива для випадку гладкого штампа. При врахуванні сил тертя на-

ближено приймають, що дотичні напруження під штампом пропорційні вказа-

ним вище нормальним напруженням. Аналогічний підхід розглядався для 

анізотропних тіл у роботі [38]. Однак, під час урахування тертя під штампом 

контактний тиск не описується розподілом Герца – він наведений вище в п. 3.1. 

3.6.1. Постановка задачі 

Розглянемо анізотропну півплощину 0y , яка послаблена крайовою 

тріщиною. Приймемо, що в півплощину втискається параболічний штамп з 

радіусом R  та центром основи до навантаження в точці 0x . Також вважатиме-

мо, що до нього прикладено силу P  та момент М. Між штампом та основою 

пружного тіла має місце тертя, що описується законом 
xy yk , де k – коефіці-

єнт тертя. 

Нижче проведено дослідження напружень біля тріщин у анізотропній 

півплощині за врахування контакту берегів тріщин у припущенні, що під 

штампом виникають такі ж напруження, як і в суцільній півплощині. На основі 

проведених в п. 3.1 розрахунків будемо вважати, що для такої КЗ отримані 

результати будуть достатньо точними, якщо розміри ділянки контакту будуть 

значно менші за відстань до тріщин. 

Для розв’язування задачі використаємо модифіковані інтегральні зоб-

раження (2.34), в яких допоміжні потенціали визначаються із розгляду вільної 

від навантаження межі півплощини, тобто на основі розгляду залежностей 

(2.25) та (2.26) зі співвідношень: 
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Потенціли D , D , які визначають прикладене навантаження до пів-

площини і входять у зображення (2.34), визначаються за формулою (3.4), у якій 

функція BF F , де BF , визначається за формулою (3.21). 

Розглянемо випадок дії параболічного штампа, коли його центр розміще-

но в точці 0x , а тріщина довжиною L  виходить на межу пластинки в початку 

координат, кут між тріщиною і віссю Ох рівний  (постановку задачі схема-

тично зображено нарис. 3.26). 

y
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L
β

kP

M

x0

2a

 

Рис. 3.26. Схема задачі 

3.6.2. Результати розрахунків 

Розподіл відносних КІН II IIF K P L  для ізотропної пластинки при 

1L a , 90 , 0,0.25,0.5,0.75k  наведено на рис. 3.27а (значення коефіці-

єнта тертя k нанесено біля кривих) залежно від параметра 0x L , де a  – 

півширина ділянки контакту. Штриховими лініями на рис. 3.27 наведено від-

носні КІН I IF K P L . 

Аналогічні результати розрахунків для матеріалу скло-епоксид, для 

якого відношення максимального модуля пружності xE  до мінімального yE  

дорівнює 3, наведено на рис. 3.27b. 
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Рис. 3.27. Відносні КІН для тріщин, нахилених під кутом 90  

На рис. 3.27 крапками при 0.5,0.75k  наведені результати розрахунків 

для випадку, коли контактні напруження під штампом описувались розподілом 

Герца [38]. При менших значеннях (при 0,0.25k ) розраховані КІН для двох 

розглянутих тисків під штампом практично не відрізнялись. 

Аналогічні результати розрахунків для кутів нахилу тріщин 150 , 

30  наведено на рис. 3.28–3.29. 

 

Рис. 3.28. Відносні КІН для тріщин, нахилених під кутом 150  

 

Рис. 3.29. Відносні КІН для тріщин, нахилених під кутом 30  
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Наведені на рис. 3.28-3.29 значення КІН для ізотропного матеріалу прак-

тично збігаються з даними, які отримані в роботах [38] іншим методом. 

Розраховані відносні КІН для істотно анізотропного матеріалу CF1, для 

якого відношення модулів пружності 46.404x yE E , наведено на рис. 3.30а. 

На рис. 3.30б наведено результати розрахунків для цього ж матеріалу, коли 

модуль пружності є максимальним у вертикальному напрямку. 

 

Рис. 3.30. Відносні КІН для тріщин, нахилених під кутом 30 , матеріал CF1 

На основі проведених розрахунків можна зробити наступні висновки: 

для ізотропних матеріалів КІН IK  за врахування контакту берегів тріщин не 

дорівнює нулю тільки коли штамп розміщений лівіше тріщини, причому він є 

меншим за величиною, ніж КІН IIK ; КІН IK  відмінні від нуля для всіх анізо-

тропних матеріалів за врахування контакту берегів тріщин, причому вони є 

сумірними із КІН IIK  для істотно анізотропних матеріалів; КІН є більшими за 

величиною у випадку, коли жорсткість матеріалу є більшою у вертикальному 

напрямку; при значеннях коефіцієнта тертя 0.5k  КІН з достатньою для прак-

тики точністю можуть бути розраховані на основі опису тиску під штампом за 

формулою Герца. 

На основі порівняння наведених графіків можна зробити висновок про 

значний вплив анізотропії на значення КІН, причому зміна напрямку армуван-

ня істотно змінює і характер та величини КІН. В більшості із розглянутих ви-

падків мав місце контакт берегів тріщин біля вершини. 

ba
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Використовуючи наведений тут підхід було виконано дослідження на-

пружень, які виникають у вузлах взаємодії механізму навіски дверей тролей-

буса, зокрема визначено контактні напруження під роликом, який навантажує 

композитну шину з тріщинами. 

3.7. Розрахунок на міцність областей біля отворів та штампів за 

врахування тертя 

3.7.1. Розрахунок на міцність області біля отворів 

Проведено розрахунки на міцність композитних матеріалів із отворами 

за дії штампів. Розглянемо півплощину 0y  з отворами, в яку при 0y , 

a x a , втискається плоский штамп. Приймемо, що головний вектор і мо-

мент сил, які прикладені до штампа, дорівнюють P  і 0M , центр кругового 

отвору радіуса a  розміщений в т. 0, ma  при 2.75,3,...,4.75m , y xE E , 

0.5k  (постановку задачі схематично зображено на рис. 3.31a). 

 

Рис. 3.31. Схема задачі (а), відносні напруження на межі отвору при 0.5k  (b) 

та при 0k  (с) 
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На рис. 3.31b наведено результати розрахунків відносних кільцевих на-

пружень 0P  ( 0P P a ) на межі отвору залежно від кутової координати, яку 

відлічуємо від самої правої точки отвору за годинниковою стрілкою. Кривим 1-5 – 

відповідають значення 2.75, 3.25, 3.75, 4.25, 4.75m . Для порівняння на 

рис. 3.31с наведені аналогічні результати при відсутності тертя ( 0k ). 

В таблиці 3.1 наведено розраховані граничні навантаження maxP  для роз-

глянутих випадків та вказано кут , при якому починається на отворі руйну-

вання. Крім цього, в таблиці наведено результати спрощених розрахунків 

напружень, коли розглядалась півплощина з отвором, до межі якої прикладено 

зусилля, що рівні контактним напруженням у суцільній півплощині. 

 Таблиця 3.1. 

Граничні навантаження та кут  

 Штамп, k = 0.5  Набл., k = 0.5  Штамп, k = 0  

cy a   maxP a   maxP a   maxP a  

-2.75 216 190.7 216 187.8 324 203.3 

-3 
214 

212.0 
214 

210.1 214 225.0 

-3.25 233.9 232.5 326 247.2 

-3.5 
212 

256.0 
212 

255.1 
212 

269.7 

-3.75 278.4 277.7 292.3 

-4 

210 

301.1 

210 

300.6 

210 

315.2 

-4.25 323.7 323.3 338.0 

-4.5 346.5 346.2 361.0 

-4.75 
208 

369.5 
208 

369.3 
208 

384.2 

-5 392.4 392.2 407.2 

Із рис. 3.31 і таблиці 3.1 видно, що наявність тертя зменшує зусилля, за 

яких на межі отвору починається руйнування. Для всіх розглянутих випадків у 

розрахунках на міцність може використовуватись наближений підхід до роз-

рахунку напружень, у якому розглядається півплощина з отвором, до межі якої 

прикладено зусилля, що рівні контактним напруженням у суцільній півплощині. 

Досліджено випадок загальної анізотропії, який має місце, коли макси-

мальна жорсткість матеріалу є максимальною в напрямку, який нахилений під 
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кутом  до межі півплощини. Розрахунки виконано для випадку, коли 45 , 

0k  та 0.5k . В таблицях 3.2–3.3 наведено розраховані граничні навантаження 

для розглянутих випадків та вказано кут, при якому починається руйнування 

для матеріалів: скло-епоксид; бор-епоксид; графіт-епоксид; кевлар-епоксид. 

 Таблиця 3.2. 

Граничні навантаження та кут  при = 0k  

 Скло-епоксид Бор-епоксид Графіт-епоксид Кевлар-епоксид 

cy a   maxP a   maxP a   maxP a   maxP a  

-2.75 
282 

123.7 318 167.4 316 40.2 
318 

73.5 

-3 127.7 

320 

203.3 

318 

50.4 89.9 

-3.25 

284 

134.8 240.3 61.2 
320 

107.7 

-3.5 143.0 279.3 72.6 125.5 

-3.75 152.4 319.7 84.4 296 137.8 

-4 162.5 361.1 96.4 

298 

145.0 

-4.25 173.3 403.2 108.7 152.2 

-4.5 

286 

184.4 445.8 121.3 160.1 

-4.75 195.5 488.8 134.0 168.4 

-5 206.8 322 530.8 146.9 300 176.8 

 Таблиця 3.3. 

Граничні навантаження та кут  при = 0.5k  

 Скло-епоксид Бор-епоксид Графіт-епоксид Кевлар-епоксид 

cy a   maxP a   maxP a   maxP a   maxP a  

-2.75 282 109.7 318 157.8 

318 

33.6 
318 

67.2 

-3 

284 

114.4 

320 

185.1 40.7 79.7 

-3.25 120.9 214.0 48.5 320 93.0 

-3.5 128.7 244.6 56.7 
296 

105.8 

-3.75 137.4 276.2 65.2 111.1 

-4 146.7 308.7 73.9 

298 

116.8 

-4.25 156.4 341.7 82.8 122.5 

-4.5 166.5 375.1 91.9 128.6 

-4.75 
286 

176.6 408.9 101.2 135.0 

-5 186.8 322 442.4 110.6 141.6 
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Порівнюючи дані таблиць 3.1–3.3 можна зробити висновок: при на-

хилених головних осях ортотропії граничні навантаження, за яких починається 

руйнування на межі отвору зменшуються; наявність тертя під штампом додат-

ково зменшує граничні навантаження.  

3.7.2. Розрахунок на контактну міцність 

Виконаємо розрахунок допустимих напружень за дії параболічного 

штампа. Для суцільного штампа для всіх анізотропних матеріалів напруження 

визначаються через введену у п. 3.1 функцію (3.21) у вигляді 

 
10 1 2 1 1

4 1
B

p
F z

i g
, 

де 
cz x l , причому 1 1. 

Тут 0p максимальний тиск під штампом. Прикладене до штампа 

навантаження, півдовжина ділянки контакту, радіус кривини штампа пов’язані 

співвідношеннями  

 2

2 1

P R
l , 1

3
c

M d
x l

P
,

2

0 2
0 2

/
2 1

p R
P p l g

g
. 

Тобто, напружений стан у півплощині після переходу до безрозмірних 

змінних 
cx x x l , y y l  у всіх точках може бути записаний у вигляді 

 
0, ,x xx y p S x y , 

0, ,y yx y p S x y , 
0, ,xy xyx y p T x y , 

де ,xS x y , ,yS x y , ,xyT x y  – відомі функції (напруження у півплощині 

при 0 1p ). 

Таким чином, напруження визначаються пропорційно до параметра на-

вантаження (множника 0m p ). В зв’язку з цим можна визначити максимальне 

(допустиме) значення параметра навантаження m для всіх точок півплощини за 

формулою (2.37) і далі із них вибрати найменше. 

З цією метою розраховувались напруження на сітці із координатами вузло-

вих точок ,n m xx nh , ,n m yy mh , 30,...,30n , 0,...,15m  при 0,1x yh h l . 

Розраховані допустимі значення максимального тиску за врахування тертя 

наведено в таблиці 3.4. Розраховано також координати точок, в яких досяга-
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ється руйнування. Встановлено, що в усіх розглянутих випадках руйнування 

починається на межі півплощини. В таблиці 3.4 також наведено значення 

відносної координати 0x l , в якій прогнозується руйнування. 

Таблиця 3.4.  

Граничні значення тиску за врахування тертя під штампом. 

k   0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

Скло-епоксид, 

x yE < E  

Pmax 238.1 157.1 76.03 49.01 35.6 27.6 22.2 

0x l  0 1 1 1 1 1 1 

Бор-епоксид, 

x yE < E  

Pmax 887.5 426.03 206.4 133.4 96.9 75.1 60.6 

0x l  0 1 1 1 1 1 1 

Графіт-епоксид, 

x yE < E  

Pmax 590.3 264.0 126.6 80.9 58.1 44.5 35.6 

0x l  0 1 1 1 1 1 0.96 

Кевлар-епоксид, 

x yE < E  

Pmax 363.7 153.8 74.3 47.9 34.7 26.8 21.6 

0x l  0 1 1 1 1 1 1 

Скло-епоксид, 

x yE > E  

Pmax 137.5 134.9 127.9 117.9 106.6 95.4 84.9 

0x l  0 0 0.033 0.033 0.0667 0.1 0.1 

Бор-епоксид, 

x yE > E  

Pmax 282.7 279.6 270.7 257.4 241.2 223.6 206.0 

0x l  0 0 0 0.333 0.0333 0.033 0.0667 

Графіт-епоксид, 

x yE > E  

Pmax 91.7 91.2 89.7 86.4 82.8 78.6 74.5 

0x l  0 -0.033 -0.1 -0.133 -0.2 -0.233 -0.2667 

Кевлар-епоксид, 

x yE > E  

Pmax 97.8 96.3 92. 85.8 78.7 71.4 64.5 

0x l  0 -0.667 -0.133 -0.2 -0.2667 -0.3 -0.333 

Видно, що у всіх випадках при відсутності тертя руйнування почина-

ється біля центру області контакту, причому розраховані значення збігаються з 

наведеними в таблиці 2.9 даними. При наявності тертя руйнування починати-

меться в околі центру штампа при x yE E  та біля правого кінця штампа у 

випадку, коли x yE E . В усіх випадках наявність тертя зменшує допустимі на-

вантаження на штамп. При x yE E  значення допустимих тисків при збільше-

нні коефіцієнтів тертя зменшуються повільно (на 38%, 27%, 19%, 34% від-

повідно для скло-епоксиду, бор-епоксиду, графіт-епоксиду та кевлар-епоксиду 
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при коефіцієнті тертя 0.6k ), в той же час при x yE E  значення допустимих 

тисків різко зменшується – уже більше, ніж в 10 разів при 0.5k . 

Проведені розрахунки для півплощини, коли її межа утворює кут  між 

напрямком з максимальною жорсткістю матеріалу, результати яких наведено в 

таблиці 3.5 при 0k  та в таблиці 3.6 при 0.2k . 

 Таблиця 3.5. 

Граничний тиск залежно від нахилу напрямку армування при = 0k  

 Скло-епоксид Бор-епоксид Графіт-епоксид Кевлар-епоксид 

 0y l  0x l  0
p  0y l  0x l  0

p  0y l  0x l  0
p  0y l  0x l  0

p  

0 0 0 137.5 0 0 282.7 0 0 91.7 0 0 97.8 

10 0 -0.04 132.5 -0.1 0.12 263.9 -0.1 0.08 95.8 0 -0.36 101.4 

20 0 -0.12 128.3 -0.2 0.16 257.7 -0.3 0.32 94.2 0 1 100.7 

30 0 1 121.9 0 1 230.6 0 1 85.8 0 1 78.1 

40 0 1 97.6 0 1 207.3 0 1 80.1 0 1 68.0 

50 0 1 91.4 0 1 196.2 0 1 79.3 0 1 63.6 

60 0 1 98.0 0 1 199.9 0 1 85.9 0 1 64.9 

70 0 1 125.5 0 1 235.4 0 1 108.8 0 1 77.5 

80 -0.8 0.64 213.0 0 1 394.7 0 1 194.3 0 1 132.1 

90 0 0 238.1 0 0 887.5 0 0 590.3 0 0 363.7 

 Таблиця 3.6.  

Граничний тиск залежно від нахилу напрямку армування при = 0.2k  

 Скло-епоксид Бор-епоксид Графіт-епоксид Кевлар-епоксид 

 0y l  0x l  0
p  0y l   0y l  0x l  0

p  0y l   0y l  0x l  

0 0.0 0.0 127.9 0 -0.04 270.8 0 -0.12 89.4 0 -0.16 92.3 

10 -0.1 0.0 141.8 0 1 286.9 0 1 105.6 0 -1 85.8 

20 0.0 1.0 99.5 0 1 200.0 0 1 81.3 0 1 75.9 

30 0.0 1.0 67.0 0 1 169.4 0 1 70.4 0 1 59.5 

40 0.0 1.0 54.3 0 1 148.9 0 1 63.3 0 1 50.4 

50 0.0 1.0 48.6 0 1 133.4 0 1 59.1 0 1 44.5 

60 0.0 1.0 47.1 0 1 123.4 0 1 58.3 0 1 41.3 

70 0.0 1.0 49.4 0 1 122.3 0 1 62.7 0 1 41.7 

80 0.0 1.0 57.3 0 1 139.4 0 1 77.7 0 1 48.7 

90 0.0 1.0 76.0 0 1 206.4 0 1 126.6 0 1 74.3 
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Із наведених в таблицях 3.5–3.6 даних випливає, що для кута нахилу 

армувальних елементів ~
045  до межі півплощини граничні навантаження най-

нижчі. 

3.8. Висновки до третього розділу 

В розділі розглянуто контактні задачі для анізотропної півплощини з 

отворами й тріщинами за врахування тертя під штампом. Для визначення НДС 

використано модифіковані інтегральні рівняння, за яких умови на межі 

півплощини, в тому числі й під штампом задовольняються тотожно. Розв’язки 

типу Гріна, через які записуються ядра рівняння, знайдено з використанням 

методу Мусхелішвілі. Для розв’язування отриманих інтегральних рівнянь 

використано метод механічних квадратур. 

Детально досліджено концентрацію напружень у анізотропній півплощині 

з отворами, яка перебуває під дією плоского штампа за врахування тертя. 

Розв’язування цієї задачі спрощується, оскільки при цьому виникає інтеграль-

не рівняння тільки від невідомих функцій на межі отворів. Виконано до-

слідження напружень біля кругового отвору, залежно від їх розміщення та 

механічних характеристик матеріалу. 

Розглянуто випадок дії на півплощину параболічного штампа. Задача 

знаходження меж області контакту зведена до задачі оптимізації, в якій 

ключова функція формується на основі розв’язків модифікованих інтегральних 

рівнянь. Виконано дослідження контактних напружень під штампом та на 

межі отворів залежно від форми штампа розміщення отворів та механічних 

характеристик матеріалу. 

Виконано дослідження КІН за врахування тертя під штампом. Показано, 

що отримані для ізотропного матеріалу результати узгоджуються із відомими 

в літературі даними. 

Проведено дослідження, які підтверджують достовірність розрахунків за 

розробленим алгоритмом. З цією метою розглянуті задачі паралельно розв’язу-

вали за відомим у літературі алгоритмом для першої основної задачі, в якому 
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приймалось, що до півплощини з отвором прикладено зусилля, які дорівнюють 

знайденому контактному тиску. 

На основі знайдених напружень виконано розрахунок допустимих наван-

тажень на штамп, за яких забезпечується міцність зон концентрації напружень 

(біля отворів і штампа). Під час розрахунків виходили з критерію міцності 

Гофмана, в якому враховано нормальні та дотичні напруження, різниця в 

значеннях граничних напружень при розтягу й стиску. Встановлено, що тертя, 

як правило істотно зменшує значення граничних навантажень на штамп. 

Проведено розрахунок граничних навантажень для півплощин з межею, яка 

знаходиться під деяким кутом армувальних елементів. 

Виконано також розрахунок граничних зусиль, за яких напруження в 

околі штампа задовольняють умові міцності. 
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РОЗДІЛ 4  

КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ З УСКЛАДНЕНИМИ ГРАНИЧНИМИ 

УМОВАМИ 

 

В розділі розглянуто плоскі контактні задачі для випадків ускладнених 

умов контакту. Досліджено випадок взаємодії ортотропної нескінченної 

пластинки, послабленої отвором, в межу якого втискається штамп, що має 

форму, близьку до форми отвору. Розглянуто контактну задачу про взаємодію 

однорідної та кусково-однорідної півплощин із жорстким штампом складної 

форми за врахування тертя. Проведено дослідження контактного тиску під 

штампами різної форми залежно від коефіцієнта тертя. Детально розглянуто 

випадок штампа з системою виїмок. Досліджено тиск на ділянках контакту 

залежно від кількості виїмок, їх форми та прикладеного навантаження. При 

розв’язуванні розглянутих задач використано числово-аналітичні методики, 

що базується на методах ГІР, механічних квадратур та квадратичного про-

грамування [74]. 

Основні результати цього розділу опубліковані в працях [61, 65, 74]. 

4.1. Контактна взаємодія жорсткого штампа складної форми та 

нескінченної ортотропної пластинки з еліптичним отвором 

В літературі існує цілий ряд праць, що присвячені такого роду 

контактній взаємодії [92, 100]. При цьому в літературі, як правило, 

обмежуються випадком класичних форм штампів. Розроблена в роботах 

[13,74] числово-аналітична методика розв’язування контактних задач для 

ізотропних тіл може бути використана й для анізотропних тіл для штампів 

складної форми (наприклад, основа в яких описується циклоїдальними 

кривими, кривими вищих порядків тощо). Контактна взаємодія такого роду 

задач у літературі залишається мало вивченою.  

4.1.1. Постановка задачі 

Приймемо, що ортотропна пластинка послаблена еліптичним отвором з 

півосями з півосями xR  та yR . Приймемо, що межа цього отвору взаємодіє з 
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жорстким штампом складної форми. Будемо розглядати випадок, коли область 

контакту є наперед невідомою і може складатися з окремих ділянок. 

Запишемо рівняння еліптичного контуру, що обмежує цей отвір, у 

параметричному вигляді: cosxx R , cosyy R , а основи штампа до 

контактної взаємодії – в неявному вигляді 

 , 0f x y . (4.1) 

Приймемо, що відомими є прикладена до штампа сила, проекції якої 

позначимо через xP  та 
yP  та момент M  (рис. 4.1). 

y

x

Ry

θ Rx

0

P
Px

Py

kP
M

0, yxf

 

Рис. 4.1. Загальна постановка задачі 

При формулюванні крайових умов під штампами будемо виходити із 

того, що після деформування точки, які знаходься на межі отвору в пластинці і 

перебувають в умовах контакту, задовольняють рівняння відповідних штампів 

з урахуванням їх зміщень в напрямках координатних осей та повороту на 

деякий кут. Крім цього вважатимемо, що: під штампами, крім нормальних 

напружень , виникають за рахунок тертя  й дотичні напруження , які 

пов’язані між собою згідно закону Кулона-Амонтона співвідношенням k , 

де k   коефіцієнт тертя (при чому в умовах контакту напрямки прикладених 

сил підберемо так, щоб збільшення коефіцієнта тертя k  урівноважувало 



 
132 

збільшення вертикальної проекції сили 
yP ); межа тіла поза штампами вільна 

від навантаження. 

4.1.2. Умови контакту 

Прийнявши, що після контактної взаємодії відбувається зміщення штампа 

паралельно осям Ох і Оу на відстані xD , yD  та поворот на деякий кут . На 

основі [74] з умови контакту одержимо  

 
1 2 1 2 3x yf u f v f D f D f f , (4.2) 

де cos , sinx yf f R R , 
1 cos , sinx x yf f R R , 

2 cos , siny x yf f R R , 

3 2 1cos sinx yf R f R f ; cos , sinx yu u R R , cos , sinx yv v R R  − 

переміщення межі пластинки, зумовлені дією прикладеного до неї штампа; 

,o u v  − додаткові члени, які мають другий порядок малості відносно 

цих переміщень. 

Для випадку еліптичного отвору співвідношення для переміщень можна 

записати у вигляді 

 
1 2

2 1

, , ,

, , ;

u J kJ d

v J kJ d
 (4.3) 

де  − сукупність областей, уздовж яких відбувається контакт; 

1 1 2

2 3 2

1
, ln 2sin cos sin ,

2 2

1
, ln 2sin sin cos ;

2 2

y x

x y

J n R n R

J n R n R

 

де 1 2
1

x

n
E

, 1 2 1 2
2

1 2 1 2

1 1yx yx xy xy

x y x x y y y x

n
E E E E E E E E

, 

1 2
3

1 2y

n
E

; тут xE , 
yE  і 

xy
, 

yx
 − модулі Юнга і коефіцієнти Пуассона для 

напрямків осей Ох та Оу; 1  і 2  − додатні корені характеристичного 

біквадратного рівняння 
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4

2
2 1 1

0
yx

x x xy yE E G E
, 

де 
xyG  − модуль зсуву. 

Зазначимо, що при 
x yR R  рівняння (4.3) збігаються із співвідно-

шеннями, які отримані для випадку кругового отвору в [100]. 

Додаткові рівності для знаходження невідомих ,x yD D  запишемо у 

вигляді: 

 

cos sin ,

sin cos .

y x x

x y y

R kR d P

R kR d P
 (4.4) 

4.1.3. Побудова інтегральних рівнянь 

Нехай штамп має форму близьку до форми отвору з уже відомими 

півосями. Тоді його рівняння можна записати у параметричному вигляді 

 cosxx R , sinyy R , 180 ;180 , 

де x x xR R f , y y yR R f . Тут xf  і 
yf  − невід’ємні та малі за 

величиною функції, менші за деяку величину . Ці функції характеризують 

відхилення форми штампа від еліптичної. 

Детально розглянуто випадок, коли 

 1 cos
2

x xf R , 1 cos
2

y yf R . (4.5) 

Тоді рівняння штампа (4.1) матиме вигляд: 

 

2

2 2 2 1 1 cos , 0
2

xx my R x y , (4.6) 

де 
2

2

x

y

R
m

R
; 

arctan 0;

arctan 0, 0;
,

arctan 0, 0;

sgn 0, 0.
2

x

y

x

y

x

y

R y
при x

R x

R y
при x y

R xx y

R y
при x y

R x

y при x y
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Нехтуючи величиною , проведемо лінеаризацію інтегрального рівнян-

ня (4.2) для жорсткого штампа, форма якого задається рівнянням (4.6). Тоді в 

умові (4.2) функції f , 
1f , 

2f  і 
3f  одержимо у вигляді: 

 
2

2 2 2 21 1 1 cos sin
2

x y xf R mR R , 

 
2

1 12 cos 1 1 cos sin
2

x xf R R , 

 2

2 22 sin 1 1 cos sin
2

y xf mR R , 

 
2

3 2 1 sin cos 1 1 cos
2

x y xf m R R R  

 
2 1cos sin sinx yR R , 

(4.7) 

де 

 
2 cos , siny x yR R , 

1 cos , sinx x yR R . 

Підставляючи функції (4.7) в рівняння (4.2) та враховуючи умови 

рівноваги штампа (4.4), отримаємо інтегральні рівняння для поставленої 

задачі. Розв’язування задачі проведено за числово-аналітичною методикою 

[74], яка базується на розв’язанні відповідної задачі квадратичного 

програмування. При цьому межі всіх ділянок контакту (кількість яких наперед 

є невідомою) та розподіл на них контактних тисків визначаються в процесі 

розв’язування задачі. Наведемо результати проведених розрахунків. 

4.1.4. Контактні напруження під штампом, форма якого співпадає з 

формою отвору 

Розглянемо два випадки розміщення отвору (рис. 4.2). 

Нехай рівняння отвору задається співвідношенням (4.6) при 0 . Тоді 

функції (4.7) спростимо до вигляду: 

 

2 2 2siny xf mR R , 1 2 cosxf R , 2 2 sinyf mR , 

 3 2 1 sin cosx yf m R R . 
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Рис. 4.2. Схема задачі 

Розрахунки виконано для композитів (пружні сталі, для яких наведено в 

таблиці 1.1). Вважатимемо, що прикладені сили віднесені до величини G R , а 

знайдені контактні тиски – до G . Введемо: безрозмірні величини 
x xQ P GR , 

y yQ P GR , p G , де 1G  Гпа, 2x yR R R .  

Спочатку виконано розрахунки уточненого плоского напруженого стану 

при відсутності тертя та вертикальної сили при 0k , , 1 0.000075xQ , 

2 0.0001xQ  та max , min , 1.5x y x yR R R R . Результати знайдених відносних 

контактних тисків наведено на Рис. 4.3. Кривим 1 і 1  відповідають випадки, 

коли 
y xE E , а кривим 2  і 2  – 

x yE E . Кривим 1 і 2  відповідає відносна 

горизонтальна проекція сили 1

xQ , а кривим 1  і 2  – 2

xQ . Розподілам відносних 

контактних тисків, що наведені на рис. 4.3a, відповідає випадок, коли 
x yR R , 

а розподілам, що наведені на рис. 4.3b, – випадок 
x yR R . 
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Рис. 4.3. Відносний контактний тиск без урахування тертя та вертикальної 

проекції вектора сили 

При 0.000075xQ , 0.3k  (криві 1 і 2 ) та 0.5k  (криві 1  і 2 ), отрима-

ємо розподіли контактних тисків, що наведені на рис. 4.4. 

a

b
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Рис. 4.4. Відносний контактний тиск без вертикальної проекції вектора сили 

З наведених на даних рисунках результатів випливає, що збільшення ко-

ефіцієнта тертя, крім збільшення асиметрії, досить часто призводить до: змен-

шення області контакту для випадків, коли армування матеріалу здійснюється 

в напрямку прикладеної сили. 

a

b
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При 0.3k  (криві 1 і 2 ) та 0.5k  (криві 1  і 2 ), 0.00008xQ  та 

0.00006yQ  отримаємо розподіли контактних тисків, що наведені нарис. 4.5. 

 

Рис. 4.5. Відносний контактний тиск на межі еліптичного отвору за врахування 

тертя та обох складових відносного вектора сили 

 

a

b
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Виконані розрахунки для ізотропного матеріалу без тертя за дії зусиль у 

горизонтальному напрямку, для випадку плоскої деформації при: 1x yE E  ГПа, 

0.2xy yx , 0.5xyG  ГПа, 0k , 1.2;0.8xR  м, 0.8;1.2yR  м, 

2 min , 0y xy x yP G R R  і 2 min , 0.00625x xy x yP G R R j . Отримані контактні 

тиски за розробленим алгоритмом практично збігаються із даними, які 

отримані для цієї задачі в [74] іншим методом. 

Використовуючи наведений тут підхід було розраховано контактні на-

пруження на границі отвору, що знаходиться в корпусі кришки лічильника води. 

4.1.5. Контактні напруження під шорстким штампом складної форми 

У літературі хвилястість основи штампа часто моделюється за допомо-

гою лінійної комбінації синусоїд та косинусоїд з різними періодами та ампулі-

тудою. Приймемо, що в умовах контакту (4.2)–(4.4) для функцій f , 
1f , 

2f  і 
3f  

мають місце залежності (4.7), значення параметрів хвилястості: 52 10  та 

8 . Тоді отримаємо штамп, форма якого зображена на рис. 4.6. 

x

y
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Рис. 4.6. Схема задачі  

Результати отриманих розрахунків за тих же значень величин, при яких 

отримані дані, що наведені на рис. 4.5, наведено на рис. 4.7. 



 
140 

 

Рис. 4.7. Відносний контактний тиск на межі еліптичного отвору за врахування 

тертя та обох складових відносного вектора сили 

a

b
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4.2. Контактна взаємодія пружної півплощини та жорсткого штампа 

з виїмками 

4.2.1. Постановка задачі 

Розглянемо контактну взаємодію жорсткого штампа, основа якого за-

дається рівнянням , 0f x y , та пружної ізотропної півплощини в умовах 

плоскої деформації. Вважатимемо, що відомими є головний вектор P  та 

момент всіх сил M , що прикладені до штампа. Пружне тіло та жорсткий 

індентор до контактної взаємодії зображено на рис. 4.8. 

y

x0

kP

M

, 0f x y

P

 

Рис. 4.8. Схема задачі 

Під час формулювання крайових умов під штампом будемо виходити із 

того, що після деформування точки, які знаходяться на межі тіла і перебува-

ють в умовах контакту, задовольняють рівняння основи штампа з урахуванням 

його зміщення в напрямку координатної осі Оу та повороту на деякий кут. 

Крім цього вважатимемо, що: під штампом, крім нормальних напружень , 
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виникають за рахунок тертя ще й дотичні напруження , які пов’язані між 

собою згідно закону Кулона-Амонтона співвідношенням k , де k   коефі-

цієнт тертя; межа тіла поза штампом вільна від навантаження. 

Тоді умови контакту для цієї постановки матимуть вигляд: 

, , , , , 0yf x u x y y v x y D y v x y x u x y . (4.8) 

Після лінеаризації умову (4.8) можна переписати у вигляді 

 1 2 2 3yf x u x f x v x f x D f x f x x , (4.9) 

де ,0f x f x , 
1 ,0xf x f x , 2 ,0yf x f x , 

3 2 ,0f x x f x ; ,o u v ; 

переміщення ,0u x u x  і ,0v x v x . 

4.2.3. Опис форми основи штампа з виїмками та закругленнями на 

краях 

Приймемо, що основа штампа задається рівнянням [74] 

 1 1
n

n
шт

xf x R
R

 при 1x
R

, (4.10) 

де R  – стала, n  – ціле парне число (при 2n  одержимо круговий штамп, при 

n  – плоский штамп, при всіх інших значеннях цього параметра одержимо 

проміжний випадок – майже плоский штамп із закругленими краями). Якщо 

змінювати в рівнянні (4.10) значення параметра n , то можна прослідкувати 

яким чином на краях області контакту відбувається перехід від обмежених 

контактних напружень до нескінченних і як цьому сприяє радіус закруглення 

на краях штампа. 

Нехай основа вищеописаного штампа має регулярний рельєф, що утворе-

ний деякою сукупністю однакових виїмок. Для опису форми таких штампів 

використаємо рівняння 

 
3

*

1

1 1 ,
n

kn
шт шт k

k

xf x R f x x
R

 при 1x
R

, (4.11) 

де 

0
1

2 2*
*

*

*

1 , ,
,

0, ;

n

k
k k
шт k

k

x x
x x

f x x

x x

 ,  та * * *

1 2, ,...x x x  – 

відповідно максимальна глибина, півширина та масив центрів виїмок; величина 
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0 1,3n  визначає характер виїмок. При 0.2R , 0.00005  та * 0x R  праву 

половину виїмки для вказаних значень величини 0n  зображено на рис. 4.9. 

 

Рис. 4.9. Різновид геометрії виїмки залежно від значення параметра 0n  

Дослідимо вплив кількості і характеру виїмок на розподіл контактних на-

пружень. Розв’язок поставленої задачі отримано розробленим у літературі під-

ходом, який базується на методах інтегральних рівнянь та квадратичного про-

грамування. 

4.2.4. Аналіз контактних характеристик 

Для проведення числових розрахунків введені наступні безрозмірні 

величини: координата x , межі a  і b  прогнозованого інтервалу контакту, що 

покриває всі ділянки фактичного контакту, півширина виїмок , масив центрів 

виїмок * * *

1 2, ,...x x x  віднесених до введеної величини R , а також невідомі 

нормальні напруження у вузлових точках n , віднесені до подвійного модуля 

зсуву G . Числові розрахунки проведені для коефіцієнта Пуассона 0.25 , 

максимальної (безрозмірної) глибини виїмок 0.00005 та різних значеннях 

коефіцієнта тертя k  відносного головного вектора вертикальних сил 
2

y

y

P
Q

GR
. 

Приймемо, що 
** **
31 2, , 0.5,0,0.5

xx xx
R R R R

, 0.00005 , 0.2
R

, 

0 1n

0 2n

0 3n
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50n , 2 , 0k , 0.0008yQ  та при 0.92b a R . При розрахунках інтег-

рали в рівняннях заміняли квадратурними формулами, в яких вибирали 

кількість вузлових точок ~ 550. 

На рис. 4.10 кривими 1-3 наведено віднесені до 2G контактні напружен-

ня, які відповідають значенням величин 0 1,3n . Кривій 4 відповідають на-

пруження при гладкому штампі (без виїмок). Найменшими за величиною ви-

явились напруження в центрі виїмок. При збільшенні 0n  збільшується крутиз-

на меж цих виїмок. У зв’язку з цим чим меншою є величина 0n , тим більшими 

по величині є напруження на її краях. Крім того видно, що змінюється знак 

кривини на краях виїмок у разі зміни значення величини 0n  з 1 на 2. 

Дослідження контактної поведінки під такими штампами мають більшу 

практичну цінність, ніж розв’язування періодичних контактних задач [15, 24, 

42, 43, 80, 98, 127]. Максимальні за величиною біля країв області контакту 

напруження, які майже не залежать від величини 0n , суттєво відрізняються від 

подібних напружень у центральних ділянках контактної взаємодії. Тому проб-

лема розв’язування таких задач аналітичними методами на даний час не є ви-

рішеною, і відповідно задачі такого класу менш вивчені в літературі. 

 

Рис. 4.10. Відносні контактні напруження під штампом з 3-ма виїмками 

та із закругленням на краях без урахування тертя 
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Аналізуючи рис. 4.10 можна стверджувати, що хоч характер виїмок (при 

різних значеннях 0n ) майже не впливає на максимальні по величині напружен-

ня біля країв області, їхня відсутність на ці напруження впливає більш суттєво. 

Збільшимо кількість виїмок від 3-х до 7-и для того щоб дослідити процес 

наростання напружень від центральних ділянок контакту до крайніх. 

На рис. 4.11 (а, d, g) зображено форми штампів, основа яких описується 

рівнянням (4.11), при значеннях величини 0 1,3n  відповідно, та пружну осно-

ву, в яку втискають штамп. Розрахунки проведені при 553N , 

* 0.75, 0.5, 0.25,0,0.25,0.5,0.75x R , 0.00005 , 0.2 , 50n , 2 ,

0.92b a R , при 0.1k  (рис. 4.11 (b, e, h) та 0.3k  (рис. 4.11 (с, f, i) і від-

носного головного вектора вертикальних сил 410 1 7k

yQ k . На рис. 4.11 

(b, с, e, f, h, i) суцільним кривим 1-6  відповідають розподіли відносних кон-

тактних напружень, знайдені під штампом, основа якого задається рівнянням 

(4.11). А штриховим кривим 1 -6  відповідають розподіли відносних контакт-

них напружень, знайдені під штампом, основа якого задається рівнянням 

(4.10). Тут розподілам 1, 1 , 4 , 4  відповідає відносний головний вектор сили 

1

yQ , розподілам 2 , 2 , 5 , 5 – 2

yQ , розподілам 3 , 3 , 6 , 6  – 3

yQ . 

На рис. 4.11 (b, с) для розподілів відносних контактних напружень 2, 3, 5 

і 6 характерною є суцільна область контакту. Для розподілу 1 область контак-

ту складається з 8-ми ділянок, а для розподілу 4 – з 7-ми ділянок контакту. 

Очевидно, що при невеликому навантаженні різниця між максимальними нап-

руженнями в центральних та крайніх ділянках є незначною. Рівномірне збіль-

шення навантаження призводить до різкого нелінійного відносно навантажен-

ня приросту напружень на крайніх ділянках та появи суцільної області кон-

такту. Також з одержаних результатів (розподілів напружень) можна зробити 

висновок про візуальну близькість відповідних усереднених напружень на 

окремих ділянках для випадку фрагментів штампа з виїмками та відповідних 

фрагментів штампа без виїмок. Для аналізу характеру і кількості таких ділянок 

в залежності від коефіцієнта тертя обчислимо значення величин зазорів між 

цими ділянками для розподілів 1 та 4 і подамо їх у вигляді таблиці 4.1. 
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Рис. 4.11. Відносні контактні напруження під плоским гладким штампом  

з 7-ма виїмками та із закругленням на краях 
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 Таблиця 4.1 

Розміри ділянок (зазорів), на яких відсутній контакт 

 
1-й 

зазор 

2-й 

зазор 

3-й 

зазор 

4-й 

зазор 

5-й 

зазор 

6-й 

зазор 

7-й 

зазор 

        

 0       

Як видно з таблиці 4.1, величина центрального зазору не залежить від 

коефіцієнта тертя. Можна зробити припущення, що збільшення коефіцієнта 

тертя призводить до збільшення асиметрії, аналогічно (з точністю до лінійної 

регресії), як і для відповідних розподілів відносних контактних напружень 1  і 

4 . Якщо прийняти, що величини зазорів та значення для вищевказаних роз-

поділів відносних контактних напружень в їх центрах є значеннями випад-

кових величин відповідно X  та Y , то при 0.1k  0.848422
,

1
X Y

Cov X Y
, а при 

0.3k  0.846868
,

5
X Y

Cov X Y
. Оскільки коефіцієнти кореляції в обох випадках 

є близькими до 1, то припущення є вірним: між величинами X  та Y  можна 

побудувати лінійну регресію. Можна зробити припущення, що при збільшенні 

кількості точок розбиття і точності збору даних вибірки для величини Y  

відповідні коефіцієнти кореляції будуть ближчими до 1. 

Для цих же розподілів можна обчислити ліві та праві максимальні за вели-

чиною значення відносних контактних напружень, що відповідають внутрішнім 

ділянкам контакту в розподілах 1 і 4, та прийняти їх за значення випадкової 

величини Z ; в тих же точках порахувати відносні контактні напруження для 

розподілів 1  і 4  та прийняти їх за значення випадкової величини Y . Проводя-

чи аналогічні міркування з розподілами (2, 5, 2 , 5 ) або (3, 6, ,3  6 ), дійдемо 

до висновку, що відповідні коефіцієнти кореляції також будуть близькими до 1 

(між величинами Z  та Y  можна побудувати лінійну регресію). 
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Рис. 4.12. Відносні контактні напруження під плоским гладким штампом  

з 7-ма виїмками 
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Для аналізу характеру утворення ділянок контакту або максимальних 

контактних напружень на окремих ділянках, достатньо відповідного розподілу 

відносних контактних напружень, що утворилися під аналогічним штампом 

без виїмок. Крім того, за цим розподілом можна також визначати з великою 

точністю крайні ліві та праві межі для розподілів під штампом з виїмками. 

Розглянемо випадок, коли у рівнянні основи (4.11) n . Тоді при , 

 та всіх вищерозглянутих значеннях параметрів отримаємо роз-

поділи відносних контактних напружень, які наведено на рис. 4.12. 

Аналізуючи розподіли напружень, зображені при 0 1,3n  та при n  

відповідно на рис. 4.12, можна зробити висновок про величини навантаження 

та коефіцієнт кулонівського тертя: 

- розподіли на крайніх ділянках фактично не змінюються (очевидно, 

зміни спричинені крайніми виїмками швидко затухають, що узгоджується з 

принципом Сен-Венана); 

- усереднені напруження на окремих ділянках для відповідних розподілів 

з виїмками та без виїмок ведуть себе однаково, а це в свою чергу дозволяє 

стверджувати, що для практичних розрахунків числова дискретизація резуль-

татів має більшу значимість, ніж аналітичні відповідні розрахунки, тому, що 

шуканий розподіл у вигляді аналітичного (неперервного) запису має на прак-

тиці місце лише для ідеально відшліфованих поверхонь контактної взаємодії (а 

дискретизація або поточковий пошук контактних напружень прирівнюється до 

пошуку усереднень на відповідних ділянках). 

На основі розробленого алгоритму розраховано контактні напруження, які 

виникають під час взаємодії роликів із доріжкою кочення кільця буксового під-

шипника з метою дослідження міцності та довговічності буксового вузла, який 

використовується для кріплення рами поїзда до колісної пари. 

4.3. Контактна задача для пружного композиту і жосткого кругового 

циліндра з урахуванням тертя 

Розглянемо задачу вивчення контактної взаємодії штампів із композит-

ними матеріаліми, які використовуються в радіальних і торцевих ущільненнях 

501N

0.995b a R
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роторно-поршневих машин [25, 128]. Такі матеріали виготовляють шляхом 

підкріплення основи матеріаліми з низьким модулем пружності. Тому при 

визначенні напружень у покритті будемо моделювати композитний матеріал 

смугою, що лежить на жорсткій основі [114] (рис. 4.13). Приймемо, що штамп 

має форму круга, під штампом має місце тертя, товщина смуги H . 

Y

X

yP

M

òF

 

Рис. 4.13. Постановка плоскої контактної задачі 

Інтегральні рівняння відносно контактного тиску ( ), віднесеного до 

модуля зсуву G  мають вигляд [2] 

  

(4.12) 

де 
yD  вертикальне зміщення штампа, R- радіус штампа, 

yP  вертикальна 

сила, що прикладена до штампа, 
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 – коефіцієнт Пуассона, k  – коефіцієнт тертя. 
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Розрахунки виконано при: радіусі кругового циліндра 0.05R м ; товщині 

покриття 0.002H м ; модулі пружності 510E МПа коефіцієнт Пуассона –

0.48 ; 1194yP Н м ; коефіцієнті тертя 0.3,0.15,0k . 

Одержані розподіли відносних контактних тисків зображено на рис. 4.14. 

 

Рис.  4.14. Контактні тиски під круговим штампом 

4.4. Висновки до четвертого розділу. 

В розділі розглянуто плоскі контактні задачі для випадків ускладнених 

умов контакту. Досліджено випадок взаємодії ортотропної нескінченної плас-

тинки, послабленої отвором, в межу якого втискається штамп, що має форму, 

близьку до форми отвору. Проведено дослідження контактного тиску під 

штампами різної форми залежно від коефіцієнта тертя. Детально розглянуто 

випадок штампа з системою виїмок. Досліджено тиск на ділянках контакту 

залежно від кількості виїмок, їх форми та прикладеного навантаження. 

Визначено контактні напруження під штампом складної форми (з сис-

темою виїмок), що взаємодіє із півплощиною. Розглянуто задачу визначення 

напружень під штампом з випадковим розміщенням виїмок. Досліджено кон-

тактну взаємодію штампів із композитними матеріаліми, які використову-

ються в радіальних і торцевих ущільненнях роторно-поршневих машин.  

x
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ВИСНОВКИ 

Дисертаційна робота спрямована на розв’язання наукового завдання, що 

полягає в розробці методик розрахунку концентрації напружень біля штампів, 

отворів і тріщин в анізотропній півплощині за врахування тертя, контакту 

берегів тріщин та створення на цій основі методик розрахунку на міцність 

композитних елементів конструкцій при їх взаємодії зі штампами. Най-

важливіші результати і висновки дисертаційної роботи є наступними: 

1. Розроблено алгоритм визначення напружень під штампом, на межах 

отворів і біля тріщин у композитних елементах конструкцій за врахування 

тертя та контактної взаємодії берегів тріщин. Він базується на модифікованих 

інтегральних рівняннях для багатозв’язних анізотропних півплощин із тріщина-

ми, за яких умови на межі півплощини, в тому числі під штампом, задоволь-

няються тотожно. Ядра цих інтегральних рівнянь побудовано з використанням 

методів М.І. Мусхелішвілі та Л.О. Галіна. 

2. Числове розв’язування модифікованих інтегральних рівнянь проведено 

після їх регуляризації методом механічних квадратур. Виконано дослідження 

концентрації напружень біля отворів різної форми за дії плоского та параболіч-

ного штампів залежно від механічних характеристик композитів, розміщення 

отворів відносно штампів, коефіцієнтів тертя тощо. Визначення невідомих 

меж області контакту при дії параболічного штампа зведено до мінімізації 

функції двох змінних, яка сформована на основі розв’язків інтегральних рівнянь. 

3. Розроблено числовий алгоритм дослідження напружень в анізотропній 

півплощині із внутрішніми та крайовими тріщинами, яка контактує зі 

штампами різної форми. При розв’язуванні інтегральних рівнянь враховано 

контакт берегів тріщин. Досліджено контактні напруження та КІН за дії 

плоского та параболічного штампів. 

4. Побудовано методики розрахунку на міцність композитних пластинча-

тих елементів конструкцій з отворами й тріщинами при їх взаємодії зі 

штампами різної форми. Для її побудови використано критерій Гофмана, в 

якому враховано залежність міцнісних характеристик від напрямків дії зусиль. 
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Визначено граничні сили, які можуть бути прикладені до штампа. Записано 

рівняння для допустимих зусиль у випадку, коли напружений стан є про-

порційним до параметра навантаження. 

5. Розвинуто методику дослідження задач із ускладненими умовами 

контакту. Досліджено контактні напруження, що виникають під штампом, який 

взаємодіє із межею еліптичного отвору в анізотропній площині за допомогою 

методів інтегральних рівнянь та квадратичного програмування. Визначено 

контактні напруження на ізольованих ділянках контакту при дії штампів, що 

містять виїмки. 

6. Розраховані контактні напруження під штампом та біля отворів для 

композитів у випадку плоскої деформації та ПНС виявились близькими за 

величиною. Під параболічним штампом з малим радіусом закруглення основи 

отвір мало впливає на контактні напруження. При великих радіусах закруг-

лення основи штампа напруження у півплощині істотно залежать від рівня при-

кладеного навантаження. Найменшою виявилась область контакту для ізотроп-

ного матеріалу. За врахування тертя напрямок армування істотно змінює 

характер розподілу контактних напружень: ці напруження є максимальними 

біля лівої межі області контакту (в напрямку дії горизонтальної сили) при 

армуванні матеріалу у вертикальному напрямку і біля правої межі – при 

армуванні в горизонтальному напрямку. Найбільші розтягувальні напруження 

на межі отвору виявились для ізотропного матеріалу. 

7. КІН IIK  максимальні для вертикальних тріщин, що розміщені біля 

країв плоского штампа, причому біля ближчої до межі вершини тріщини вони 

є більшими за величиною. За врахування контакту берегів тріщин у 

розглянутих випадках значення КІН IK  є значно меншими за IIK . Для тріщин, 

які паралельні межі півплощини КІН IIK  є найменшими у випадку, коли 

жорсткість матеріалу максимальна у вертикальному напрямку. Виконані до-

слідження процесу росту крайових тріщин біля плоского штампа узгоджують-

ся із експериментальними даними. При дії параболічного штампа на пів-

площину з несиметрично розміщеною тріщиною відносно штампа контактний 
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тиск істотно відрізняється від розподілу Герца, і відповідно істотно змінює 

значення КІН. 

8. При відсутності тертя під параболічним штампом руйнування 

починається біля центру області контакту. При наявності тертя руйнування 

починається біля центру штампа (для матеріалу 
x yE E ) та біля правої межі 

штампа (для матеріалу 
x yE E ). Визначені граничні зусилля виявились най-

меншими, коли армувальні елементи в композиті нахилені під кутом ~ 45  до 

межі півплощини. Наявність тертя зменшує значення граничних зусиль, що 

прикладені до штампа. 

9. Для широкого кола задач обґрунтовано спрощений підхід для роз-

рахунку напружень біля отворів та тріщин, в якому приймалось, що до межі 

півплощини з отвором прикладено зусилля, які виникають під штампом у 

суцільній півплощині. Проведені розрахунки показали, що при малих розмірах 

ділянок контакту таким чином знайдені напруження є практично точними. 

10. Контактні напруження під штампом на межі еліптичного отвору 

істотно залежать від механічних характеристик композитів. Найбільші тиски 

досягаються біля країв області контакту, якщо матеріал має максимальну 

жорсткість у вертикальному напрямку, і біля центру області контакту – у 

випадку більшої жорсткості у горизонтальному напрямку. 
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