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УДК 539.3 

 

УТОЧНЕНИЙ РОЗРАХУНОК ПІДСИЛЕНИХ БАЛОК 

МЕТОДОМ ПРИВЕДЕНИХ ПЕРЕРІЗІВ 

 

REFINED CALCULATION OF REINFORCED BEAMS BY 

THE METHOD OF CONDITIONAL CROSS SECTIONS 
 

Шваб’юк В.І., д.т.н., проф., Ротко В.О., магістр, Ротко С. В., к.т.н., 

доц. (Луцький національний технічний університет, м. Луцьк) 

 

Shvabyuk V.I., Doctor of Engineering, Professor, Rotko V.O., master, 

Rotko S.V., Ph.D. in Engineering, Associate Professor (Lutsk National 

Technical University, Lutsk) 

 

Досліджується можливість застосування уточненого 

розрахунку жорсткого з’єднання підсилених балок методом 

приведених поперечних перерізів за допомогою рівнянь 

некласичної теорії згину коротких балок. Наведено приклад 

числового розрахунку дерев’яного прогону, підсиленого металевою 

смугою, за класичною теорією.  

 

Sometimes for strengthening of building constructions it is used 

constructions with the beams or stripes fixed oneon other. Such beams 

can be made from different materials and hardly united interse, if to 

work as single unit, or to be unrelated interse and to work as every 

separate element of such package. Depending on it such constructions 

have different bearing strength and it is applied the different methods of 

calculation to them.  

The possibility of applying the refined calculation of the reinforced 

beams rigid conjunction by the combined cross sections method is 

studied using the nonclassical theory equations of short beams bending. 

A numerical calculation’s example of a wooden stringer reinforced by a 

metal strip is given. 

 

Ключові слова: уточнений розрахунок, некласичні теорії згину, 

граничні умови, переміщення, деформації поперечного зсуву та 

обтиснення. 
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Keywords: specified calculation, non-classical theory of bending, 

boundary conditions, displacement, deformation, transverse shear and 

compression. 

 

Постановка проблеми. Іноді для підсилення будівельних 

конструкцій використовують конструкції з пакету балок або смуг, 

покладених одна на одну. Такі балки можуть бути виготовлені з 

різних матеріалів і жорстко з’єднані між собою, аби працювати як 

єдине ціле, або бути незв’язаними між собою і працювати як кожен 

окремий елемент такого пакету. Залежно від цього такі конструкції 

мають різну несучу здатність і до них застосовують різні методи 

розрахунку. Одним із найпоширеніших методів розрахунку пакету 

зв’язаних балок є метод приведених перерізів [2].  

За допомогою цього методу нескладно розрахувати напружено-

деформований стан балок, жорстко підсилених тонкими 

високоміцними (порівняно з основним матеріалом) елементами і, 

таким чином, значно підвищити допустиме навантаження на несучі 

конструкції. Разом із тим, у більшості випадків такі розрахунки 

проводяться на базі гіпотез класичної теорії балок, що значно 

знижує їх точність, особливо для елементів із композитних 

матеріалів. Тому для розрахунку конструкцій із таких матеріалів 

необхідно використовувати теорії згину балок, що базуються на 

менш жорстких вихідних гіпотезах, ніж класична теорія згину 

Бернуллі – Ейлера. На даний час найчастіше користуються 

уточненою теорією типу Тимошенка [2], яка дає більш-менш 

задовільні результати для гладких навантажень. Для контатних 

задач такі розрахунки можливі у постановці рівнянь уточненої 

теорії згину транстропних балок середньої товщини, що враховує 

деформації поперечного зсуву та обтиснення [1,3].  

Розрахунок балок методом приведених перерізів 

У випадку жорсткого з’єднання балок найбільш поширеним 

методом розрахунку є метод приведених поперечних перерізів 

(метод еквівалентних площ). Ідея методу полягає у тому, що  

поперечний переріз балки, який складається із різних частин та 

різних матеріалів (рис. 1а), перетворюється в умовний поперечний 

переріз із одного матеріалу. Цей переріз називається приведеним 

поперечним перерізом, який є еквівалентним поперечному перерізу 

реальної балки. Для такої еквівалентності необхідно, аби ці перерізи 
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мали одну й ту ж нейтральну вісь та однаковий опір згинальному 

моментові.  

Знайдемо положення нейтральної осі для балки, що 

складається із двох різних матеріалів (рис. 1а) із умови, що за 

чистого згину сумарна поздовжня сила, яка може виникнути у 

поперечному перерізі, має дорівнювати нулеві. Тобто у випадку 

двох різних матеріалів справедлива рівність: 

 

1 2

1 2 0x x

S S

dS dS    ,                               (1) 

де, враховуючи справедливість гіпотез плоских перерізів, 

напруження, що виникають у цих перерізах, записуються у вигляді 

1 1 ,x E y   2 2x E y  ,  — кривина поздовжньої осі балки.   

 
                 а)                                                            б) 

 

Рис. 1. Переріз підсиленої балки: а) - дійсний; б) - приведений 

 

Підставивши ці значення у рівняння (1), одержимо такі 

залежності: 

1 2

1 2 0

S S

E ydS E ydS   , або 

1 2

0

S S

ydS nydS   ,         (2) 

де  2 1/n E E  . 

Із умов (2) можна зробити висновок, що положення 

нейтральної осі не зміниться, якщо ширину другої площі збільшити 

в n  разів, тим самим збільшити й саму площу у стільки ж разів. 
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Таким чином, отримуємо новий переріз, який складається із двох 

частин: площі 1, що залишається попередньою, і нової площі 2 (рис. 

1б), ширина якої помножена на n . Тобто, ми отримуємо 

приведений переріз, але він уже ніби з одного матеріалу 1, для 

якого справедлива формула 1x E y  . Запишемо вираз для 

згинального моменту через це напруження та приведений переріз: 

1 2 1

2
1x x x

S S S S

M ydS ydS ydS E y dS            

   
2

2
1 1 1 1 2 1 1 2 2 .

S

E y dS E I E nI E I E I               (3) 

Тобто, записуючи значення M  для приведеного перерізу через 

характеристики жорсткості, у кінцевому результаті  отримуємо 

формулу, через яку записується вираз для згинального моменту для 

реального (вихідного) перерізу. Одержані перетворення дозволяють 

нам скористатися формулами для напруження та максимального 

прогину в усьому перерізі як із одного матеріалу 

1x
пр

M
y

I
  ,       

4

max

1

5

24 пр

ql
w

E I
                        (4 ) 

де 1 2прI I nI   — момент інерції приведеного поперечного 

перерізу відносно нейтральної осі. 

Формула (4) для напруження записана для усього перерізу, але 

істинною вона буде тільки для першого матеріалу. Для другого 

матеріалу (у його межах для крайніх точок) одержані значення 

напружень необхідно перемножити на параметр n . Таким чином 

отримаємо значення напружень у другому перерізі з іншого 

матеріалу. 

Приклад. Розглянемо дерев’яний прогін перерізом             

1220 см, жорстко підсилений металевою смугою товщиною 

5t  мм, що вільно обпирається на опори (рис.2), відстань між 

якими 2 2 .l м  Модулі пружності цих матеріалів відповідно 

дорівнюють: 1E =1,05
410 МПа та 2E =2,1

510 МПа. Модуль 

зсуву у поперечному напрямі дорівнює 350G МПа  . Таким 

чином, приведений переріз складається із незмінної першої частини 



"Сучасні технології та методи розрахунків у будівництві", випуск 7, 2017 

277 

( 1 12b  см) та зміненої нижньої частини, ширина якої множиться 

на коефіцієнт 2 1/ 20n E E  , тобто 2 120 240b b   см (рис. 1б). 

Прогін навантажений розподіле- ним навантаженням інтенсивністю 

q , яке викликає максимальний згинальний момент 
2 / 2M q l  . 

Необхідно знайти величину допустимого навантаження  q  на дану 

балку із підкріпленням та без нього за допустимого напруження на 

стиск   35
с

MПа  .  

 
 

Рис. 2. Розрахункова схема підсиленої балки 

 

Для знаходження положення нейтральної осі знайдемо 

положення центру ваги приведеного поперечного перерізу. 

Провівши допоміжну вісь 1z  через верхню сторону перерізу 1, 

знайдемо відстань до центру ваги cy  через суму статичних 

моментів обох частин перерізу відносно осі 1z , поділену на повну 

площу перерізу: 
2

1 1 2 1

1 1 2

/ 2 ( / 2) 12 20 10 0,5 240 20,25

12 20 0,5 240

13,42 .

c
b h tb h t

y
b h tb

см

      
  

  



 

Визначимо момент інерції приведеного перерізу: 

3 2 3 2 4
1 1 1 1 2 2/12 (3,42) /12 (6,83) 16408,4 .прI b h b h b t b t см    

Отже, момент інерції приведеного перерізу 12,051прI I , тобто 

більш, ніж у два рази перевищує момент інерції перерізу балки без 
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підкріплення (
3 4

1 1 1 /12 8000I b h см  ), що допоможе надалі 

знизити максимальні напруження на зовнішніх поверхнях балки. 

Використавши формулу (4), визначимо напруження у 

характерних точках поверхонь балки: 

 1 4,09 / ;x y q см    2 2,00 /x y q см   .

 3 2,16 /x y q см   . 

Перші два значення для напружень є дійсними для балки із 

матеріалу 1 (дерева) на її верхній (стиснутій) та нижній 

(розтягнутій) поверхнях. Разом із тим, аби отримати реальні 

значення напружень у металевій смузі (матеріал 2), то останні 2 

значення для x необхідно помножити на коефіцієнт 20n  : 

20 2,00 40,0 / ,в
x q см       20 2,16 43,2 /н

x q см     . 

Одночасно, якби дерев’яна балка не була підсилена тонкою 

металевою смугою, то напруження на її верхній (стиснутій) та 

нижній (розтягнутій) поверхнях були б такими:  
4

1
1

10
(20) 6,25 /

2 4 8000
x

M q
h q см

I



     


. 

Тобто, напруження у характерних точках поверхонь балки 

мають збільшитися у 1,53 рази, а отже, і несуча здатність, 

відповідно, мусить зменшитися у стільки ж. Одночасно, 

максимальне нормальне напруження у середньому перерізі балки 

( 0x  ) можна підраховувати за точнішими формулами уточненої 

теорії [1,3] та визначити її реальну несучу здатність. 
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